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INTRODUCIION / f

¥o es la preternsidn de este trabajo el considerar dc manera
rigurosacente formalista todas las cuestiones relativas 2l cdlcu-
lo proposicional, sino der uns. idea prdctica de "qué es" y céro

se opera en &1l: asi, no se tratarin sino muy por eancima las cues-

&

ienes, importantes desde el punto de vista del wigor, sunque 1o
desde el d= la préctica, referentes & la completitud, independen-

cia y consistencia,

Paganios seguidarente & dar las nociones preliminares impres-
cindivles vars la comprensidn de las néginas siguientes:

~ Distincién sernfntica y sintaxis: dada la teoria T soblre un'
universo U como un lenguaje L, llemaros metzteoria T7a la tcorfa
cuyo universo U’ es el lenguaje L de T. En el caso de que se estu~
die U7, comwo laireclaciones entre sus elementes, prescindiendo de
cue hablen de U, nos hallamos cnte una consideracidn de carfcter
gintZctico; en el caso contrarioc, decimos cue consideramos a U’
desde 21l punto de vista seméntico ().

- Forma légica es "el conjunto de nexos cue organizon una de-
wostreeibn, cusndo se prescinde de los “conteridos™ serdnticos del
discurso” (2).

- Sobre las nociones de imrlicacibn e infereuncia, bastante
evidentes por si mispas, dirermos que, nientras la pritera, objeto
de ia 18gica, reviste cardcter sintdctice, 1a scgurnde lo tiene ze-

ndntico.

EL CALCULO PROPOSICIONAL O DE BIUNCIADOS

1.~ &l probleme de la cxiomatizacidén de la 1dgica.

El objeto de la 18gica formal son las esgstructurcs de los dis-
cursos. Logra afircaciones siempre verdaderas (del tipo ™ai A = B
Yy B=C, cntonces A = C", ¥ no "A = B", cuyve verdad o falsedcd DPO-

/
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drd verier seslin la interpretocidn dada o A 8§ a B! (3).



Es importénte le distinciébén entre ley y regla légica:
"~ "la ley légics intenta expresar algo gquec es de una deter~
minada manera" (4).
- "la regla l6gice indica cdmo se puede proceder para pasar

de una o m&s proposiciones a otra" (5).

Pare axiomatizar la 1ldgice, nos hard faltas
-~ Seleccioner algunas leyes como primitivas (axiomas).

~ Establecer reglas nsra obtener otras leyes légicas. (6)

El simbolismo usado en el trabajo es el de lo escuela polaca
(de Iukasiewicz), cue difiere powr ragones de corodidad tipogrdfica

del emplecado en el texto.

'Elementoa constitutivos de la légica proposicional.

Tode. proposicién (7) consta de térmrinos. Estos pueden dividir-
se en categorendticos - tienen sigrificado propio y zuténomo -~ y
" gincategoremdticos ~ne tienen significado propio ni zutébénomo. Se
1lonmen bambién comectores w operadores légicos (tal la palsbraty"
o la palabra "pero").- Se pueden encadenar proposiciones mediante
t8rminos sincategoremiticos: dadas lags frases “Juan s8s rubio” y
"Juan tiene gquince afios", podemos obtener, por ajemplo, las siguien
tes:

Juan es rubio Y Juan tiene quince aflos,

Juaﬁ es rubio 0 Juan tiene cuince afios,

SI Juen esg rubio, ENTONCES Juan tiene quince afos.

Juan ‘88 rubio SI Y SOIO SI Juan tiene guince afios.

Juan NO es rubio.

Juan NO tiene quince afios.

Podemos representar cadn proposicién ror una letra del alfe-~
beto: llamando & "Juan tierc quince afios” s y 2 "Juan es rubio® p,
31
P ENTONCES q; » SI Y SOLO SI q; NO p; N0 q, que convenimos arbitra-

las proposiciones anteriores gquedan como sigue:p Y g; p O

3
at?

rismente en designazr, de shora en adelante, resyectivamente, porz
Kpq, Apq, Opq, Epq, Np, Ng.
Obsérvese gue hubiésemos podido proceder anilogamente con

otro par cualquiers de proposiciones.

p—— ———



()

o

Véase tarbifn que cada uns de lag proposiciones obtenidos
83 & ou vez una nueva proposicidn, cue yuede ser unida a otra
mediante otro conector: la irase "SI Juan es rutio y Juan tiene

quince atlos, entonces Juan ez rutio?", cue efirma"3l “nq, NTON-

CES p", ~@ revresentarfa simbélicasente CKpqpe Resumiendos
: Denominaéidn : Sirnificado
Conjuncidén pY q
Alternativa p O¢
cpg Condicional SI »n, ENTUNCES o
Epg Bicondicionsl n 3I Y 50L& SI ¢
Np (Ng) Negacidn No p {NO a) (6)

Las fulciones Ge verdad,
Toda proposicién, por definicidn, puede ser~i.mer 1os

valores de- verdadera o falsa. Llamamos a "“verdadero"™ y a "fal
20" welores de verd¢0 & valor de verdad de una proposicidn
molebihuwgﬁlamamos molecular & toda prop081016n aque consta de
rés de una letra min‘scula~ estd en funcidn de 2os valores de
verda@& de las proposiciones sirples integrantes, llamadas varia-
bles,
.jemplo: dadas dos proposiciones p ¥ q, la prerosicidn Kpq

sdlo es verdadera si lo son p ¥ 'q. Esquamatizéndolo:

P ' aq Kpq
Verdadero verdadezro verdadero
Falso verdadero falso
Verdadero fzlso fa2ls0
Falso falso falso

Llamendo, »ara ahreviar, "1" a "yerdadero® y "O" a%"falso",
E
¢l esquema ante ior cueda como sSBfue:

P 4 “pe
iy A 1
0O 1 0
1l G 0O
0O O 0

Podemos hacer 1@ mismo con los demfds conectores, obteriendo:

P a ¥pq Apc Cpa EpC¢ » Np

r ¥ & I 1 X 1 0

0O 1 -0 1 1 j 0 1 fex

i1 0 ¢ 1- 0 O fﬂ

Eam Fa® Fa% W V. . - P — e



g = 4~

ara hallar la funcién de verdad de expresiones mds corple-

Jas, pir ejemplo NCKpqip'iq, empezanos cstableciendo una velora-

cién de las variables, cuidando dec no olvideg ninguna de las come~

bireciones posible: de valores de verd:d-falsedad -ntre las varia-

bles:

‘P Q

NCYpqBEpNq

€

Sq

C

g A
Cl B %
101 0O
00 0 0
NCKpq splaq

o

HOMH|TB OHe
oOCHPM O

s

111 101
001 001

w010 TL1O -

000 010
JCKpqEpiia

111C1C1
011001
0101110
0000010

JCKpqEpKka

OrHOMH|TB OHOM|YI
o

1011101C1
0100110¢1
01¢101110

110000010

agirnamos luego, segin las tablas de
verdad d dos, valores a las proposicion-
os inmodiatas & p ¥y q, esto es, a Kpq

y a lqs .
pasamos seguidimente o hallar el wvelor
de EpNq, recofdnndo que los valores que

usemos han de ser los colocados bajo

pVv il

rds conaztantes (Llazi-mos constantes a

las letras neyfisculas)(1Qj, obtenemos:

nétese que vamos situand. los valores
de verdad rogresivamente bajo las cone~
tantes egfin su radio de accibn,(De me~

nor & mayor)(1ll)

.1 valor de verdad de la expresidn, colocado bajo 1la N, ¢s

10,040,

3
S5+ pueden hellar corgespondencias entre furiciones de verdad

vue ofrezcan o cada corbinacidn de velores de las varicbles el

mismwo valor.

Jbservamos cue la funcidn lIKNqp toma los misnos velor-

es que Cpg. Podemos, pues, escribir, y estsblecemos por definicién:

Df. Cpa=HKliqp (12)(13)(14).

3.~ &l problema de la decisiédn

Existen proposiciones siempre verdaderas: por ejemplo, AplNp,

que vale siempre 1. Estas son precisamente las leyes légicas. (15)

4l problema de la decisidn cstriba en el hallazgo de un pro-

cedimiento mecénico capaz de determinar si una expresidn asda es

tey 1lSgica o no. Como procedinientos fundes entaler: cabe citar ol

uso de las taeblas de verdad y la reduccidén a la forma normal con-
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4.~ La deduccibn a1l nivel de la 18gice proposicional.(17)

Nos hallemos ante la nccesidad de encontrar un método
que r.03 perwita deducir dé unas leyes légicas tomadas como
axiomas todas las demés, Un rrocedimgento sencillo es ¢l
gipuierte:

~Damos una serie de €4rmulas primitivas (FP)(leves evi-
devites y corprobables):

li¥phip . FP 10 CaApy

Fr 1l

P 2 Cpp R O S A ECpqa¥ipg

FP 3  Aplip _ FP 12  ECpaNKpKg
FP & ENNpp FP 13 EXpqNANPpNg
FP 5  iCpaCap FP 14  EApqNR¥piq
FP 6 EApoAgp FP 135  ECpqCNalp
PP 7 Clpap FP 16 CKCpqCqrCpr
‘P 8 CEpge FP 17 CKCpapa

Fe 9 CpApg

-~Damos igualmente las sirulioentes reglas:

I~ E= 1fcito substituir en cualcu. er férrula uvna exrresih
que figure en clla por otra expresidn unids en alguna FP a la
rrimera mediante el bicon8icional. La firmula obtenida no di-
fiere de 1la original en lo cue vegpecta a loz valores de ver-
ded. |

II- 5i se obitiene un condicional Cpq (pxy Q representan
rroposiciones no neeeSrri;nente.amdminas);<§itambién se obtie~

ne p, se nuede congiderar como cierto .

D= Expresidn axiomética pura.

we necesario antes de la exposicidn axionditica aclarar
los conceptos de:(1E&)

~Derivabilidad.Deriveable es toda expresidn ohtenible de
otras . ediante unas reglags

~Demostrabilidad.Demostrable es toda egpresidn gue no
necesita de otras para ser afirmada,

isto ern el plano sintdctico.zn el saméntico:

~-Consecuencia légica(.quivalente a ﬁ!ﬁﬁﬁi@abilidad).vna
expresidn es consecuencia l'gica de otras bésicas si cualquier
interpretacidn deda a las bésicas la satisface.

-Valldaz.(demostrabilidad).Vélidt es toda exrresidn due

eo/fen




no necepita ser comseccueneis de otras rarc ser afiirmada.

Son interccantes Hawbién las nociones de cdlculc ¥ leﬁgua~
je forralizedo:

- Se‘llama c8lculo a un conjunto de propogsiciones obteni-
das de unos axicmas por la relaeidn de derivabilided.,

-~ Se llama lengwaje formalizado = un con*ﬁnto de propoai-
ciones obteniiaéude otras por la relacidn de consecuencia 1l gi-

Ca .

Expresibn axiordtgca pural(ly)
SIGNOS:

~Varizahles: myqsryTs.»ep con subfndices gi es necesario.

-gonstantes: N,A

SAPREBTONESS

Périula ¢s oualcuier alinescidn horigzontal de signos. S8lo
nos inter.san las "f£éruitlas bien forﬁadas"(FB?f'o expresiones,
cuyo conjunto queda definido mediante izsg sigulentes "reglas de
forraeidn” (HF)s

R¥ l,~ Cualguier variable es una #3F,

RF 2,~ W seguido de una ¥BF es una F3F,

RF 3,~ A seguido de dos FFBBPFF es una F'BF,

P 44~ Noda nds es una FHF,

AXTIOI AS(A):

A l.~ ANAppDp

A 2.- ANDAPG

A 3.~ ANApcAcn

A 4.~ ANATgrANApgApr

REGLAS DE INFERZNCIA(RI:

{I l.=-Regla de substitucidn uvniforme:"en cualquier fdrmuls
derivable cualcuier vari.ble puede ser substituida ror cualguier
i F, wientras .a suﬁ%titupﬁZh,se verificue en todos los lugares
en cue dicha varinbkle aparezca en la fiérrula.ia f4rrula obtenida
es, & su vern, derivable”(20)

Ri 2.-Reglz de separacifn:"si P es una férmula derivable
del gigt ma y tarbifn lo es AlIPQ, entonces Q es.otra férrula
derivable™(21).

DEPINICIONES AUXILIARES(D):




Dl.- Df., Epa=Niliplg

D2.~ Df. Cpa=Alipg

D3+~ Df. Epc=Kipalap

Ejernlo (e demostracién(¥os servimos de la tesis

abreviar, a’n sin demostrarla):

(1)
(2)

(3)

(6)
(7)

(v)

(9)

ANAppp=Al

ANApqAop=A3

(Q)Pﬁﬁﬁgﬁyq/ﬂw(3) s O See por RI 1
ANANApDPAPHADD

(3)=.1(1)(4), o sea vor RI 2
ApliApp

(4)p/tp=(5)

AlplAlinNp

(5)p/Alipp=(6)

AUANppHATAlIppNANDD

Aipp=Tesis

(6)=-11{7) (&)

NANANpDPNANDD

(8)p/RAlpNe=(2)
HANANNANpligWANpIiqFANNANpliq NANpHg

vipp para

Aplicando repetid mente D1,02 y D3 a (9Y, obtenemos:
EKpgNAXplig

CUESTIONES 1 ETATEORETICAS

6.~ Los problemas meitateorfticos fundamentales del célculo

cional en forma axiomé&tica.(22)

roposi-

Son los relativos a la completitud, consietenciaﬁf'indepen~

dencia:

= Un gisteca es sintdcticamente consgistente cuando en 41

g& imposible deriv%una expresién cualcuiera.

- Un sistena es semédnticamente consistente si sus expresio-

nes admiten wn modelo,

-Un gistema es sintdoticamente completo si se hace incon-

sistente al afiadir a sus axiomas una expresidn cualcuiers no

danostrable.,

- Un sictera es semdnticamente completo ai todas sus expre-
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- los axiomas de un sisienma son independientes cuando
ningune de ellos ruede ger obtenido gomo teorema a artir de

10s restantes.

7o lruzba sintéctica de la consistencia(23):
convenimos en cue @ cualcuier viriable puede gserle asifno-
do uno de los dos valores O o I{24). isignamos a las constaenies

las sigulentes funciones:

p ¢ Apc » Np Haciendo les célculogs, observamos
113X 10 cgue todos los axiomas valen l.Surg: la
i i i k. ‘nregunte: jaue valor pueden tener las
0D 0O0 tesisy, Para cont starla es necosario

forxular log siguientes lemas:

Lema l.~ Todo axioma vale siempre y solo 1 (Calcdlese)

Lema 2.- 8i p vale siempre y sole 1, también vale siempre"
Y soéo 1 cualquier expresidn obtenida a partir de ella por RIZ?.'
En efécto, pues el valor de coajunto es independiente del de
las variables(FFBBFF).

Lema 3,~ Si p ¥ Alpa son expresiones cue valen siempre ¥
solo 1, entonces ¢ tanbién vale siempre y solo l.Bn efecto:
8i q valiera O, al ser sierpre p=l, serfs ANLC=0, for ser [Hl=0
y A0O=@, contra lo supuesto de mue see siempre y solo Alipg=1l,

P samos seguidamente a demostrer: .

-~ 35i la deduccida por la que heros obtenido la tesis esté
formada por una sola expresiln,esta ha de ser un axioma, siempre
verdadero c¢: virtud del lema 1.

-353i la deduccidn consta de ndl expresiones de las euales
las n primeras valen siermpre y solo 1, la (n4l)-ésima ha de
ser o un axiome, siempre verdadero por lema 1, o una expresifn
obtenida a partir de las otras por aslguns de las repglas de info-
rencia:

en el primer caszo{Deducida por HI 1), vale siemure y solo

1 en virtud del ema 2 _

en el segundo casg, vele siempre y solo 1 en virtud del
lema 3.

Al existir expresiones que no velen siempre 1, podemos
e e i e - a— - ot .




poR existir expresiones no deribablos de los axiomas,

6,-{Prheba de 1z independencia de los axiomas dol c¢dlemnlo propesi-
cional,f24)

21 método a seguir para establécer la indeperndencia de los
axiomas es el siguiente:se definen las funciones de las wenSifian-
bkes, se valoran las variables y se demime tra que tres axiomas
tomen ciertus valores digtintos de los (ue, al menos en un caso,
tona el restante, de donde €l xiowe no es deducible de los
otrog %re «Las valoracicnes de las variables son:

~Para la independerncie de Al:

a
000
012
000
-Pare A33 & - Para A4: ‘;?.‘g..,
Q -t
¥p - . v sy ] _
- — PP apq TI23 PP apg 0123
i BCEK ¢ | 0000 - 0 0000
Lo O 000 10 : 1 0
2 pl 012 20 1. cl23 o 1 0123
o 2 o022 32 P2 o220 3 2 Pz, 0220
o 3 0333 °° 3 0303

%,~ Prueba de la completitud sintdctice del cédlculo proposicional (25,

Bxrlicarémos prevismente, como habfamos indicado antes, la
reducecidn de una expresidn cuslquiera a 1z forma nermal conjurn-
tiva(Fic): |

si en una exrresibn se substituye una subexnresibn éuya
per otra equivelente, la oxiresidn total que vesulta es equivez
lente a la original. Congideranmes dos exrm¥re iones p ¥ ¢ ecuiva~
lentes cuaxd es demostrable Ere, s evidente cue mediante esas
substiituciones podemos ir naciendo desaparecer de ura férmul:
los conecctores hasta ‘btener wna expresidn cue sea c ijuncibn
de verias subexpresiones que sSean a S vesz al%eraativas de
variables negfadas 0 no.A esa expresidn se iz llama FNC de la
£6rrula primera,

Yor ejemplo: la férmula KCpqa, en forma normal conjuntiva
serfa “Alipac |

Las formes normales conjuntivag tienen las siguientes pro-
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- Una expresidn en PFNC eg derivable si vy solo si
sus alternativas integrantes. |

- 8 cowdicién necesaria y suficiente para cue ecada una
da las a2lternativas sea derivable que contenga,como minimo una
voz,wiﬂa variable y su negacidn(ii cada varisble estd solo
afirinade o solo negada, d»ndo los valores convenientes a ias
variablesz, le alterrativa valdrd 0, y serd no deriveble de los
axiomas).

Nétese cuec le reduccién a FNC es un procediniento deciso-
rio, pues dods unse expresién cualquiera, basta reducirla a FNC

rare saber 3i es derivable o0 no.

‘n lo que respgcta a la com letitud, direros (ue el cllcu-
0 proposicional'es sintéct%kamente gompleto, rues ge hace
inconsistente al afimdirlc¢ una expresidn no demostrable:
sea p le expre=idn.zeduzadmosla o FNU. in ella figuravrd alguna
alternativa en la aue ceda varLanle apﬁreuerd so0lo negada o

afirmada. Substltuywnos(por Rfr;)las variahles negadas de

dicha z2lternativa (cue uodemos ‘representar, vor ejemplo, por
AAApilgris) por Np y las afirmadas por p: obtendremos AAApP!Nppiiliy,
0 sea AAApppp, de dcnde, mediante Al, deducim2s p.Si, poer el .
conirario, substituinos las variables negadas por p y las no
.égadas vor Hp, obtenemos AAAlpNplipliv,de donde deduciries ilp.Al

ser derivables p y lp, el sistems se hace luconsistente,

l1G,~ La 1légica y 1la werdad.Belaciones entre semdntica y sintaxis.
(ueremos haller laé relaciones entre célculo y lenguaje
forralizado, ¥y, en co secuencia, entre consecuercia légica y
derivabilidad, Taabién intentamos establecer la ecuivalencis

entre demosgstrabilided y validez.

Cuandc ze¢ da una eierte interpretacibn que transforma
una expresién p en verdsdera acerca de L. universo dedo, se
'diee que la interpretacién es un "modelo” de p, llaméndose p
satisfactible.Puede ocurrir que una interpretacidn sea modelo
de p ¥ no de q. Unk expresién siempre sutisfactivle se Dama
vAlida. Un conjunto i de exrpresiones se llama satisfactible i

hay una representacidn que es su modelo, y vdlido s8i cualquier
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interpretacidn es modelo suyo.(2¢)

Extensidn de un sujeto es uwn individuo. #xtensidn de ﬁna
proposicién es su valor de verdad.(2/)

Dado cue, extensionalmente, unc rOposiaidn denota un vém
lor de verdad, una expresién interpretada scré una sucesibn de
conssantes, unos y ceros, liediante ¢l use dec laz tablas de ver-
dad sc podrd caleulsr el wvolor de lm exprecidn entera. i wvale
1, diremos que es satisfecha por ea=a interpretaciﬁn.(?S)'

Los exiomas son satisfechos rnor cuslouier interpretzcidn,
de donde con vdlidog. Al aplicar las I & los axiomas, 1as
expresiones obtenidas son tambisn v4dlidas, :

De todo ello dedncimos cue toda exyresidn &emostrable es
v&lida.®l ¢iilculo pﬁﬁposi?ional solo permite la deduceibn de
férrulas vdlidas. |

| Acabamod. de dsrostrar cue toda evpresién demostrable es
vdlida. Felts denostrar lo contrari:.Pasaros & hﬁéerlo:
gea P vna expresién cualquiera, y vdlida, y P’ la misma P en
FIiC. Cada alternativa de P’ contendr una veriable y su negacidn,
. de donde P es demostrable, y también P,(29)
1l.~ 31 beorera de deduccidn.(30)
Cueremos hallar las conexionec: existentee enire demostra-

rilidad ¥ GeSieb

(validez) y derivubilidad{Consecuencia 1légica): una expreszidn
demostrable (vAdlida) ruede considerarse derivable {consecuencia
16gica) de © hipbtesis (Prenmisas), |

.~ PYr ger més laboriosa, no demostraremos la equivalencia

inversa, limitdmndonos e erunciarlas
- Sabgd =t ‘JI'..\‘

Drema de deduecibn: =i, dudo un conjunte i de expresio-
nes cue contiene como suposicidn la expre«ién P, se puede deri-
var (se puede coaseguir como consecuancia 1légica) de 61 1a _
exnresibn (,; entonces es darivable (consecuencia légica) del
conjunto cus se obtiene eliminando P de i la expresidn CPU, ¥

viceversa, (31)

e e

CUNSIDERACION:S FIVALES
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parte, una visidn del célculo proposicional bastante cdesligada

de la realidad, no guiere ello decir que prescindamos de todo
significado semdntico: al decir cue los simholos del ediculo

estén desprovistos de significado, intentamos expressr rucstro
desconocimiento acerca de"oue” significz el afmbolo, aunque si
sabemos cémo se operg emm €l. A-f, en la expresidn Np, sabemos cue

~p ha de ser proposicidn. Por otra parte, las reglas han de

tener algfin sipnificado, pues de lo contraric uo las comprendc=—

ffamos, Veros pues que, en €ltimo t&rmino, WMadstro cdlculo na

de acudir a 1gﬁnas noeciones de verdad, a moderna 18gica rate-

es el cflculo proposicional, hz obteni-

witica, parte de la Qi:-
do con respecto a la 1l6gica tradicional un adelanto inapreciable:
un gigantesco aumento del rigor y un sistema para haller infe-~

rencias e impiicaciones en mayoxr nfimero y de mayor complicecidn,
labor que hubiese llevado a los antisuns ldgicos aios enteros de

trabaios
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(10) Cf. 0.¢. p. 174=175

(11) of. p. 185s

& Bl signo Df, .., = se lee"es isual por definicidn"”.

T9) Otras definiciones pueden establecerse: por ejemple:
ﬁf. Lpe=NENpNq
Df. Kpy=NAlipiq
(14) Cf. o.c. p. 161
(15) Cf. 0.c. pe 193
(16) Cf. o.cs l.c.
(17) Pare todo este parégrafo,cf. p. 194ss
(15) cf. o.c. p. 206s
(19) Para todo el pérrafo, cf. p. 209s v
(20) o.c.,p.210
(1) 1.c.
(22) ef. p. 2398
(23) cf. p. 244s
. (24) Prescindiros de los significedos de verdad cue les®
atribuiaﬁos.
(25) of. o.ce p. 249s
f26) rara tvcdo el nfmero 10, ¢f. p.256s
{?27) Copio casi literalmente de . 264
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(26) Cf. p. 266

(29) cf. p. 267 .

(30) cf, p. 270s

) vorio cesi literalmente de p. 279~280

s{hey star la bibliografia de un solo libre, he dejado
de citarlo en la rayorfa de las rotos.




