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Resumen

El presente texto es una recoleccién de hechos basicos sobre los modelos
no estandar de la aritmética de Peano (PA). Después de repasar algunas
generalidades de Teoria de Modelos, demostramos la existencia de modelos
no estandar. Para estudiar estos modelos, seguimos dos aproximaciones:
ver qué pasa cuando los “cortamos”, y ver cémo se pueden “engrosar”
sin que dejen de ser modelos de PA. Al estudiar los cortes, se verd que
los hay cerrados bajo operaciones sucesivamente méas fuertes; al estudiar
los engrosamientos (“extensiones”), encontraremos modelos més “tupidos”
(las extensiones cofinales) y modelos més “largos” (las extensiones finales).
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1 Introduccion

El presente articulo consta de seis secciones.

La primera seccién es esta Introduccion.

La segunda seccion, Preliminares, fija la notacién y la axioméatica de la arit-
mética de Peano (PA) y encuentra, a partir de una secuencia de subsistemas
débiles de PA, las distintas propiedades basicas de los modelos no estandar, para
terminar con una construccién completa de sistemas no estdndar para Th(IN).
El resto del articulo estard destinado a explorar algunas caracteristicas de esos
sistemas no estandar.

La tercera seccién, Segmentos iniciales y cortes, presenta las nociones de
segmento inicial, equiparable a la de segmento inicial en IN, y la de corte, que es
especifica de los modelos no estandar. Demostramos que los cortes propios son
indefinibles, atin con pardmetros del modelo, y probamos como consecuencia los
teoremas clasicos de overspill y underspill.

El resto del articulo esta destinado a mostrar que cada modelo no estandar
de PA tiene extensiones “mds tupidas” (las llamadas extensiones cofinales) y
extensiones “més largas” (las llamadas extensiones finales).

En la cuarta seccion, Eztensiones cofinales, se hace uso extensivo de los
principios de Coleccion y del Teorema MRDP para demostrar que cada modelo
de PA tiene una extensién cofinal.

La quinta seccién, Generalidades sobre teoria de modelos, introduce la ma-
quinaria tedrica que va a ser necesaria para la seccion sexta: clausuras definibles,
aplicaciones elementales, modelos primos y atémicos, y tipos.

Finalmente, la sexta seccion, Extensiones finales, contiene la demostracién
del que todo modelo M no estdndar de PA es submodelo de otro modelo N
del cual M es un segmento inicial. De hecho demostramos maés: todo modelo
M de PA tiene una extension final elemental propia que ademas es conservativa.

El articulo se completa con dos apéndices técnicos: en el apéndice A damos
demostraciones de los axiomas redundantes de PA, y en el apéndice B introdu-
cimos algunas nociones elementales de teoria de modelos, que pueden ser ttiles
al lector que no posea formacién en esta disciplina.

La secuencia de subsistemas débiles de la segunda seccién estd basada en
Enderton [3]. La axiomatizacién de PA se inspira en la de Kaye [4], a quien se-
guimos en las secciones tercera y cuarta. Para la preparacion de la sexta seccion
hemos preferido referirnos a Pillay [7].

Este trabajo ha sido escrito en el transcurso del afio académico 2005-2006
como parte de las actividades del segundo ano del programa de Doctorado en Lé-
gica impartido por el departamento de Légica, Historia y Filosofia de la Ciencia
de la Universidad de Barcelona, bajo la tutoria de Enrique Casanovas, profe-
sor del mencionado departamento en la Facultad de Filosofia, a quien quiero
expresar mi agradecimiento por su soporte y su ilimitada paciencia.



2 Preliminares

2.1 Axiomas de la Aritmética de Peano

Definicién 2.1 (Lenguaje de la aritmética de Peano). El lenguaje de la arit-
mética de Peano, denotado Lpa, es (+,-,5,0,<), donde + y - son operaciones
binarias, S es una operacion unaria, 0 es una constante, y < es una relacion
binaria.

La aritmética de Peano (PA) constard de una serie de axiomas seguidos del
esquema de axioma de induccién. Dicho de otro modo: PA = PA~ UInd, donde
PA~ es el conjunto de axiomas que regulan el funcionamiento de la suma, el
producto, el sucesor, etc., e Ind es el esquema de axioma de induccién. Esta
separacion es habitual en la literatura, y tiene la ventaja de que se pueden
encontrar expresiones II; de casi todos los axiomas de PA™.

Definicién 2.2 (PA™). Llamaremos PA~ a la Lpa-teoria engendrada por la
clausura universal de las siguientes formulas:

(S1) Sz #0

S2) Szx=Sy—zxz=y
S3) x=0V3Iylx =Sy)

TY=y-T
w(y-z)=(z-y) 2

Al) z+0==x
A2) z+Sy=S(x+vy)
A3) z+y=y+z
Ad) z+(y+2)=(r+y +=2
Pl) z-0=0
P2) z-Sy=z-y+zx
)
)

o7

D) z-(y+z2)=z-y+z-z
O0l) (z<yAhy<z) —z<z
02) ﬁ(!L‘<.’17)
03) z<yVa=yVy<zx
04) xz<y+ Sx< Sy
05) x < Sz
06) 0=zVvVO0<z

)

r<y— (Sr=yVSr<y)

Definiciéon 2.3 (Aritmética de Peano). Llamaremos aritmética de Peano,
denotada PA, a la Lpa-teoria formada por PA~UInd, donde Ind es el esquema
de axioma siguiente: para cada Lpa-férmula o(x), eventualmente con variables
libres, que no explicitamos para aligerar la notacion,

(Ind)  [0(0) AVz(p(2) = 0(S2))] = Voe(r).

Observacion 2.4. A1, A3 y A4 son las ecuaciones para un monoide abeliano
aditivo con 0 como elemento neutro; de P1, P2 y A3 se sigue que

(P5) z-(S0)=z-0+z=04+x=2+0=uz,

de modo que P3, P4 y P5 son las ecuaciones para un monoide abeliano aditivo
con 1 =qet SO como elemento neutro; asi, Al, A3, A4, P1, P2, P3, P} y D1
son las ecuaciones para un semianillo abeliano.



01, 02, O3 y O6 expresan que < es un orden total con elemento minimo 0.
Por O4 y 05, el orden es compatible con el sucesor; por O7, Sx es el sucesor
inmediato de x (es decir, no hay elementos intermedios entre x y Sz).

Observacién 2.5. S1 se deduce de O1, 02, O3, O5 y 06, y S2 se deduce de
01, 02 y O4. Disponiendo de induccion, S3, A3, A4, P3, P4, D1, O6 y O7 son
también redundantes. En el apéndice A pueden encontrarse demostraciones de
estos hechos.

Observacién 2.6. Por A2 y Al, x + S0 = S(z +0) = Sz y por tanto, si
abreviamos 1 =q¢r SO,
Vo(Sx =x + 1),

de modo que podriamos eliminar la funcion S sin mds que introducir una nueva
constante 1 (y, naturalmente, reescribir los axiomas como corresponde).

Notacion. En lo que sigue, L es un lenguaje cualquiera. M, N, K son modelos,
S y T son teorias, m,n son naturales estdndar y a, ..., e son naturales no
estandar. En general, A C B denota un subconjunto, y no una subestructura;
seremos siempre explicitos en el sequndo caso. A < B denota una subestructura
elemental, anadiendo un subindice cuando queramos restringir la elementariedad
a una clase determinada de féormulas. Pondremos I Ce M cuando I sea una
subestructura inicial de M (o M una extension final de 1), y M Ce¢ N cuando
N sea una extension cofinal de M.

2.2 Sistemas mas débiles

A continuacién examinaremos una serie de reductos de Lp4 y sus corres-
pondientes teorias restringidas. El interés de ello residird en lo que sigue: los
diversos aspectos de los modelos no estdndar, que demostraremos mas adelante
de un modo simultdneo para el caso T'= Th(IN), van apareciendo de forma ra-
zonada y gradual si consideramos estas teorias restringidas. Para este apartado,
constltese también Enderton [3].

2.2.1 Numeros naturales con el sucesor

Sea Lg = (0,.5), y consideremos la teorfa Tj formada por los axiomas S1, S2
y S3. S2 indica que S es inyectiva, S1 que 0 ¢ ran(S), y S3 que todo elemento
no nulo tiene anterior. Ahora sabemos que si  # y, con seguridad Sz # Sy,
pero nada nos garantiza que no existan otros tipos de bucle cerrado, por ejemplo
r = 5SSz, o x = S5Sx, etc., para algiin x. Si queremos eliminar este tipo de
patologias, tendremos que considerar un esquema de axioma S4.n, para cada
n € N, n > 0: denotemos S°n = n, S' = S, de modo que S'z = Sz, y
Sntly = SS™x; entonces para n = 1,2, ...,

(S4.n) S™z # .

En Ts =Ty U{S4.n:n € N\ {0}} podemos garantizar que 0 no es sucesor,
que cada z # 0 es sucesor, que S es inyectiva, y que cada elemento x es diferente
de S™(x) para n = 1,2, .... Es pues evidente que (IN,0N, SN} es un modelo de
Ts.

De hecho, un modelo arbitrario M = Ts contiene una copia isomorfa de IN,
definida por f(0N) = 0M y f(SN(z)) = SM(f(x)) (es facil ver, por induccién



en la metateoria, que para cada n € IN hay un n’ € M tal que f(n) = n'). A
los elementos z de M tales que hay un n € IN con = = f(n) los llamaremos
elementos estdndar.

Sin embargo, nada en los axiomas impide que exista un elemento a € M no
estandar. Dado un elemento tal, podemos construir Sa, S%a = SSa, etc., que
por S4.n serdn todos distintos, e igualmente, por S3, podemos constuir b tal
que Sb = a, lo que podemos denotar b = S~'a, y consecutivamente ¢ = S~1b =
S~2a, y asi sucesivamente. De este modo obtenemos una sucesién asociada a a

297205 9710 5 0 5 90 5 520 5 s
a la que denominaremos la Z-cadena asociada a a. Dados dos elementos arbi-
trarios a,b € M, o bien a = S™b o b = S™a para algin n € IN (en cuyo caso o
bien tanto a como b son estdandar o bien a y b estdn en la misma Z-cadena), o
bien no existe un tal n; en este tltimo caso, si tanto a como b son no estandar,
sus correspondientes Z-cadenas seran disjuntas.

Asi, un modelo M = Ts consistird en una parte estdndar isomorfa a IN y
una cantidad arbitraria de Z-cadenas disjuntas dos a dos, y por tanto vendra
determinado salvo isomorfismo por el ndmero de esas Z-cadenas: si M, N = T,
tanto M como N contienen copias isomorfas de IN, y eso fija el isomorfismo
fiv entre las partes estandar de M y N; por otra parte, hemos supuesto que
hay el mismo nimero de Z-cadenas en M y en N: fijemos pues una biyeccion
entre las Z-cadenas de M y las de N; finalmente, dada una Z-cadena C' de
M y una Z-cadena D de N, elijamos a € C'y b € D arbitrarios, y definamos
fo : C — D mediante f(a) =b, f(Sx) = Sf(x)y f(S'z) = S~1f(z). Es claro
que f = fxnUU{fc : C es una Z-cadena de M} es un isomorfismo.

2.2.2 Anadiendo el orden

Si anadimos el simbolo de la relacion de orden < a Lg obtenemos L. =
{0, S, <}. Consideremos la teoria T« formada por S3, O1, 03, 06, y la clausura
universal de los siguientes axiomas:

(08) z<Sye (z=yVvVe<y)
(09) z<y—-(y<zx)

Lema 2.7. T- F 02, es decir, T< b —(z < x).

Prueba. Si z < x, por O9 =(z < ), una contradiccién. O
Lema 2.8. T-F—(z<y)< (y=zVy<uz).

Prueba. Es logicamente equivalente a O3. O
Lema 2.9. T F O4, es decir, T« Fz < y +> Sx < Sy.

Prueba. Por el lema 2.8, z <y < (y#x Ay £ x), por O8 x <y <>y £ Sx,
aplicando otra vez 2.8 x < y <> Sx =y V Sz < y, y por O8 otra vez x < y <>
Sz < Sy. O

Lema 2.10. T - O5, es decir, T« - x < Sz.

Prueba. Hagase y = x en O8. O



En T puede igualmente derivarse con facilidad S1 (ver el lema A.14), S2
(lema A.15) y S4.n, para cadan =1,2,...;:

Lema 2.11. T F (S4.n), es decir, para cada n >0, S"x # x.

Prueba. Por O5, z < Sz, y por O3 = # Sz. El caso n > 1 se demuestra por
induccién en la metateoria. O

De este modo, cada modelo de T< lo serd de T&.

T. admite eliminaciéon de cuantificadores, pero no tiene suficiente potencia
para definir la suma.

Sus modelos vendran determinados salvo isomorfismo por el tipo de orden
(arbitrario) inducido por el conjunto de sus Z-cadenas.

2.2.3 La aritmética de Presburger

Si afiadimos la suma a L., obtenemos L, = {0,S5,<,+}, de modo que
podemos considerar la L,-teoria T, definida adecuadamente (no daremos los
detalles, que serian tediosos). Ahora las Z-cadenas ya no podrdn ordenarse de
modos arbitrarios: en efecto, el orden inducido por las Z-cadenas serd un or-
den lineal denso sin extremos (la idea intuitiva es clara; puede encontrarse una
demostracién detallada en los lemas 2.19, 2.20 y 2.21).

T es decidible, y consecuentemente es una teoria muy débil: por ejemplo,
no permite definir el producto.

2.2.4 La aritmética de Skolem; definibilidad de + a partir de - y S

Consideremos ahora L. = {-}. La correspondiente L.-teorfa T (definida de
la forma natural), llamada aritmética de Skolem es también decidible. Es una
teoria débil, en la que no es posible definir la suma.

Si ahora afiadimos el sucesor S, obtenemos un nuevo lenguaje L’ y una nueva
L’-teorfa T' en la que s7 es posible definir la suma (ver [3], p. 251): a+b = ¢ sii
obiena=0Ab=0Ac=0,0obienc#0y

S(a-c)-Sb-c)=8S(c-c-S(a-b))
esto es, (ac + 1)(be + 1) = c?(ab + 1), 0 abc® + ac + bc + 1 = abc?® + ¢?, y por
tanto c(a + b) = ¢ - ¢, es decir, ¢ = a + b.
2.3 Limitaciones de PA y sus variaciones

i Hasta que punto PA captura todas las propiedades de IN? Para contestar
a esta pregunta necesitamos descomponerla primero en sus dos componentes:

Lema 2.12. Como PA es recursivamente enumerable, por el Teorema de Gédel
existiran sentencias de L verdaderas en IN pero indemostrables en PA.

Por tanto PA no captura la esencia de IN, hay cosas que se le escapan. ;Qué
pasa si consideramos la teoria completa de IN? Aunque no sabemos exactamente
cuéal es, nada nos impide pensarla y trabajar con ella.



Definicién 2.13 (La aritmética verdadera). En algunos casos consideraremos,
en vez de PA, Th(IN), la teoria de N, llamada también aritmética verdadera,
es decir, el conjunto de sentencias expresables en L que son verdaderas en L.
Como resulta inmediato que Th(IN) es una teoria completa, Th(IN) no puede ser
recursivamente enumerable.

Ahora disponemos de una teoria completa. Por una parte, como no es re-
cursivamente enumerable, estd condenada a ser parcialmente desconocida por
nosotros para siempre; pero por otra parte, al ser completa, podriamos tener
la esperanza de que capture de modo tnico las propiedades de IN. Sin em-
bargo, mediante una aplicaciéon sencilla de los teoremas de Compacidad y de
Loéwenheim-Skolem veremos que esta esperanza es infundada: incluso la teoria
completa de IN tiene modelos inesperados, llamados modelos no estindar, muy
distintos de IN. Ademés, como claramente

PA C Th(IN),

cada modelo no estdndar de Th(IN) lo serd de PA (y ademds podran haber
modelos no estdndar de PA que no lo sean de Th(IN)). El siguiente apartado
estd dedicado a demostrar detalladamente la existencia de modelos no estandar
de Th(IN), y el resto del documento se centrard en estudiar algunas propiedades
de esos modelos no estandar.

2.4 Los modelos no estandar

Consideremos la Lp g-estructura IN = (IN, +, -, S, 0, <), lo que se conoce como
el modelo estdndar de IN, y consideremos la coleccién Th(IN) de todas las
sentencias de L verdaderas en el modelo IN. Demostraremos que hay modelos
de Th(IN) diferentes de IN.

Primero fijaremos algunas notaciones: para facilitar nuestros razonamientos,
si tenemos dos elementos < y e £+ 2 = y, escribiremos y — 2z como un modo de
hablar de x (nétese que esto no nos permite hablar de elementos no existentes
como 0 — 3 que, demostrablemente, no existen, ya que —(3z)(x + 3 = 0) es
verdadero en IN).

Sea ¢ una constante nueva, para cada n € IN sea G,, la sentencia n < c,
y sea G = |J,,en{Gn}. Si ahora consideramos el conjunto de sentencias S =
Th(IN) U G, resulta inmediato que cada subconjunto finito F' de S tiene un
modelo: basta con tomar IN y asignar ¢ = k € IN, donde k£ > n para cada n tal
que G, € F,y tenemos un modelo de F'. Por el teorema de compacidad, S tiene
un modelo M, y por el teorema de Léwenheim-Skolem, hay un modelo contable
M que es un modelo de S. Pero Th(IN) C S, y por tanto todos los teoremas
de Th(IN) son teoremas de S, con lo que M también es un modelo de Th(IN).
Llamaremos a tales modelos modelos no estandar de PA.

En un modelo tal, existe un ¢ que es mayor que todos los elementos de IN.
Llamemos a todos los elementos de IN estandar, y a los deméas elementos no
estandar. Estudiaremos algunas propiedades de los modelos con elementos no
estandar.

En el resto de la seccién supondremos que M es un modelo no estandar de
PA.



Lema 2.14. Sea M |= PA no estindar. Entonces M contiene una copia iso-
morfa de N, es decir, hay un subconjunto S C M (de hecho es un segmento
inicial) tal que S = IN.

Prueba. Denotemos, por recursion en la metateoria, 0 =0, 1 = 1, y, en general,
n+1=(n)+1 (porejemplo,4=(3)+1=(2)+1)+1=((1)+1)+1)+1=
(((1) +1)+1)+1). Es facil demostrar por induccién que para cada n € IN, si
N | PA, entonces N | 3lz(xz = n), de modo que tanto IN como M contendran
un tnico elemento n™ y n™ para cada n € IN, respectivamente. Si definimos
f:IN — M mediante f(n) = n™ podemos considerar S = f[IN] C M.

S6lo queda ver que g : N — S definida mediante g(x) = f(x) es un isomor-
fismo. Es claro que g es exhaustiva por construccion, y ademas tiene que ser
inyectiva por la unicidad de cada n™ | y por tanto es una biyeccién. Claramente
g(0) =0, por lo que g(n+0) = g(n) = g(n) + 0 = g(n) + g(0), y por induccién
se prueba que g(n+m) = g(n)+ g(m), y similarmente para -, con lo resulta que
g es un isomorfismo, como deseabamos. O

Lema 2.15. Sea c € M no estandar. Entonces existen elementos c—n,c+n € M
para cada n € IN'\ {0}.

Prueba. (Vz)(z #0 — (Fy)(y +1 = z)) € Th(IN), y por tanto ¢ — 1 € M. Del
mismo modo, ¢ —2 € M, ¢ — 3 € M, etc. Similarmente, (Vz)(Jy)(zr+1=1y) €
Th(N), y por tanto c+ 1€ M, c+2 € M, etc. O

Definiciéon 2.16 (Z-cadenas). Sea ¢ € M no estdndar. El conjunto Z(c) =
{c}U{c—n,c+n:neIN\{0}} sellama la Z-cadena asociada a c.

Lema 2.17. Dadas dos Z-cadenas Z(d) y Z(e), o bien Z(d)NZ(e) =0 o bien
Z(d) = Z(e).

Prueba. Como (Vz)(Vy)(z = yVa <yVaz >y) € Th(IN), o bien d = e, en
cuyo caso trivialmente Z(d) = Z(e), o bien d # e, y entonces podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que e < d. Entonces o bien hay un n € IN tal que
e+ n =d, en cuyo caso es facil ver que Z(d) = Z(d), o bien no hay un tal n, y
entonces Z(d) N Z(e) = 0. O

Notacién. Sean Z(d) y Z(e) dos Z-cadenas. Si todos los elementos de Z(e)
son mayores que todos los elementos de Z(d), escribiremos Z(d) < Z(e).

Lema 2.18. Dadas dos Z-cadenas diferentes Z(d) y Z(e), o bien Z(d) < Z(e)
o bien Z(e) < Z(d) (el conjunto de las Z-cadenas constituye un orden lineal).

Prueba. Es inmediato, ya que VaVy(z 2y — <y Vy < z) € Th(IN). O

Lema 2.19. Dada una Z-cadena Z(d) hay una Z-cadena mayor, esto es, una
Z-cadena Z(e) tal que Z(d) < Z(e).

Prueba. Consideremos d + d. Como VaVyVz(x +y = x4+ 2z — y = z) € Th(IN),
si fuese d+d = d+n para algin n € IN, tendriamos d = n, lo que es absurdo ya
que d es no estandar. Por tanto, d+ d ¢ Z(d), y podemos tomar e =d+d. O

Lema 2.20. Dada una Z-cadena Z(d), hay una Z.-cadena menor, esto es, una

Z-cadena Z(e) tal que Z(e) < Z(d).



Prueba. Ve(z #0A Nz #1 = y(y<zA(y+y=zVy+y=a+1))) € Th(IN),
y por tanto hay un e tal que o bien e + e =d o bien e + e = d + 1. Es féacil ver
que Z(e) # Z(d) y que Z(e) < Z(d). O

Acabamos de ver que el conjunto de las Z-cadenas es un orden lineal sin
extremos.

Lema 2.21 (El conjunto de las Z-cadenas es denso). Dadas dos Z.-cadenas
diferentes Z(d) < Z(e), existe una Z-cadena intermedia Z(f), esto es, una

Z-cadena tal que Z(d) < Z(f) < Z(e).

Prueba. Como VaVy3dz(z+z=ax4+yVz+z=x+y+ 1) € Th(IN), elijamos
f+f=d+esid+eespar,y f+ f=d+e+1sid+eesimpar. Es facil ver
que Z(d) < Z(f) < Z(e). O

Corolario 2.22. Si el conjunto de las Z-cadenas es numerable, entonces es
isomorfo a Q (si olvidamos la estructura interna de cada Z-cadena,).

Prueba. Por el teorema de Cantor, dos érdenes lineales densos sin extremos
numerables son siempre isomorfos. O

Corolario 2.23. Si aumentamos el lenguaje con un simbolo de relacion < con
el sentido habitual, todos los modelos numerables no estindar de PA son orden-
isomorfos y tienen tipo de orden w + (w* +w) - 6, donde 0 es el tipo de orden de

Q.
Prueba. Inmediato. O

Notese que este orden-isomorfismo no va mas alla: existen efectivamente
modelos con propiedades (relacionadas con otras operaciones) que los hacen no
isomorfos. De hecho, hay 2% modelos numerables no isomorfos de PA.
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3 Segmentos iniciales y cortes

3.1 Segmentos iniciales

En IN podemos definir segmentos cerrados
[a,b) ={n € N:a <n <b},

abiertos
(a,b) ={n e N:a<n<b},

y sus correspondientes combinaciones semiabiertas. Un segmento I es inicial
cuando 0 € I: entonces I = [0,a) = {n € N : n < a} viene determinado tnica-
mente por a. Si intentamos trasladar esta definiciéon a los modelos no estandar
de PA, encontramos una dificultad: ademds de segmentos iniciales abiertos [0, a)
y cerrados [0,a] = [0,a+ 1), hay un nuevo tipo de segmento: aquél que termina
con una Z-cadena completa, de modo que no tiene la forma [0, a) para ningin
a. Para poder dar una definicién de segmento inicial que abarque los dos casos,
nos centraremos pues en otra propiedad de los segmentos: si a es un elemento
de un segmento inicial I y b < a, claramente b € I:

Definiciéon 3.1 (Segmentos iniciales de modelos de PA). Sean M |= PA y
S C M. Decimos que S es un segmento inicial de M si y sélo si

Vee Sly<z—yebs),

es decir, si S contiene todos los elementos menores que cada elemento de S o,
intuitivamente, si S no “tiene agujeros”.

Ejemplos: 1) Para cada a € M, el conjunto [0,a) = {x € M : x < a} es un
segmento inicial de M.

2) Fijemos a € M no estandar, y consideremos S = J,,.[0,a + n). Clara-
mente, para ningin b € M es S = [0,b), y sin embargo S es un segmento inicial.
A los segmentos iniciales de este tipo los llamaremos cortes.

3.2 Cortes

La nocién de corte en modelos de PA es similar a la nocién de cortadura
empleada por Dedekind en la construccién de los ntmeros reales (aunque los
cortes en modelos de la aritmética se identifican con la parte izquierda del corte,
no con las dos clases disjuntas de elementos). En nuestro caso nos interesard
que el corte sea cerrado bajo la operacién de sucesor, como en el ejemplo 2 mas
arriba.

Definicién 3.2 (Cortes y cortes propios). Sea M = PA. Un segmento inicial
I de M es un corte de M cuando es cerrado bajo la operacion de sucesor, es
decir, cuando

MEVe(xel »z+1€l)).
Decimos que I es un corte propio si ademds I # M.

Observaciéon 3.3. Los segmentos iniciales pueden ser arbitrarios, pero los cor-
tes tienen que contener las Zi-cadenas de todos sus elementos; o, dicho al revés,
no podemos cortar por el medio de una Z-cadena (si lo hacemos, obtenemos un
segmento inicial, pero no un corte).
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A continuacién demostramos la existencia de cortes propios (es decir, mostra-
mos que la anterior definicién coincide con nuestra idea intuitiva de los cortes).

Lema 3.4 (Existencia de cortes propios). Sea M |= PA no estindar, y sea
a >IN un elemento no estindar de M. Entonces a + N =qet J,,e[0, 0 +n) es
un corte propio de M.

Prueba. Para cada © € a + IN hay un n € IN tal que = € [0,a + n), y, como
[0,a+mn) es un segmento inicial, también todos los y < & cumplen y € [0,a+n),
y por tanto y € a + IN, y a + IN es un segmento inicial.

Por otra parte, si € a + IN hay un n € N tal que = € [0,a + n), de donde
z < a+n e inmediatamente x + 1 < a + (n + 1), es decir, hay un m = n + 1
tal que 2+ 1 € [0,a+m), y por tanto z+1 € a+ N y a+ IN estd cerrado bajo
sucesores y es de este modo un corte.

Para ver que es propio, basta con considerar que forzosamente a+a ¢ a+IN
(va que de lo contrario habria un n € IN tal que a+a < a+n y entonces a < n,
lo que contradice nuestra suposicién de que a es no estandar). O

Observacién 3.5. Claramente, a+IN es el corte propio mds intuitivo y sencillo
que puede definirse. Sin embargo, aunque su definicion es muy sencilla,

x€a+ N+ IneNax<a+n),

en realidad estamos suponiendo que N es un predicado adicional, es decir, es-
tamos trabajando “desde fuera” Si mos situamos “dentro”, mo podemos saber
qué numeros son estdndar y cudles no, y entonces la definicion anterior deviene
infinitaria:
rea+ N+ \/ z<a+n.
nelN

Mds adelante veremos que esta caracteristica no es casual, y que ningin corte
propio es definible, ni siquiera empleando parametros de M .

Mientras que en IN no hay intervalos iniciales cerrados bajo la suma diferentes
de {0}, en cada M = PA no estdndar podemos encontrar infinitos cortes de M
cerrados bajo la suma:

Lema 3.6 (Existencia de cortes propios cerrados bajo la suma). Sea M = PA
no estandar, y sea a > IN un elemento no estindar de M. El conjunto a - IN =
{beM:IneN(b<a-n)} es un corte propio de M cerrado bajo la suma.

Prueba. El conjunto a - IN es un segmento inicial: si x € a-IN e y < z, entonces
hayunn € Ntalquex <a-n,yportantoy<a-neyca-NN.

El segmento a - IN es un corte: si x € a - IN, hay un n € IN tal que = < a - n,
yportantox+1<zx+a<a-n+a=a-(n+1),yportantox+1€a-NN.

El corte a - IN es propio: consideremos b = a - ¢ = a2. Si fuese b € a - N,
habria un n € IN tal que a-a < a-n, de donde a < n, contra nuestra elecciéon de
a como no estandar. Como la misma operacion puede repetirse infinitas veces
tomando como punto de partida a? - IN, es claro que hay infinitos cortes de la
misma naturaleza.

Finalmente, a - IN es cerrado bajo la suma: si x,y € a - N, existen n,m € N
tales que z < a-n ey < a-m; entonces, claramente, z+y < a-n+a-m = a-(n+m),
y por tanto x +y € a - IN. O
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Noétese por otra parte que a-IN = PA, ya que para cada ¢, PA |= 3b(b = ¢?),
con lo que serfa a-IN |= 3b(b = a?), pero ya hemos visto que esto es imposible. De
hecho, a - IN ni siquiera es cerrado bajo el producto. Es claro que un segmento
inicial cerrado bajo la adicién tiene que ser un corte; si un corte I de M es
cerrado bajo la suma y el producto, serd una subestructura de M, I C M;
este caso nos interesard especialmente, ya que entre submodelos podemos jugar
con las férmulas (las existenciales suben, las universales bajan, y las Ag son
absolutas), por lo que le reservaremos una denominacién especial:

3.3 Subestructuras iniciales

Definicién 3.7. Sea M |= PA, y sea I C M un corte de M. Diremos que I es
una subestructura inicial, y escribiremos I Co M, cuando I sea cerrado bajo
las operaciones de PA (es decir, la suma y el producto). También diremos, en
este caso, que M es una extension final de I. I es propio cuando I # M.

Lema 3.8. Sea M |= PA, y sea I C M un segmento inicial de M con2 € I. Si
I es cerrado bajo el producto, entonces es cerrado bajo sucesor y bajo la suma.

Prueba. (Sucesor) Seaa € I.Sia=0,comol <2¢€l,a+1l=1¢l;ysi
a>0,a+1<a+4+a=2a€cl,yportantoa+ 1€ I.

(Suma) Sea a,b € I, y supongamos, sin pérdida de generalidad, que a < b.
Sia=0,a+b=bel;sil<a<b entonces a < aby b < ab, con lo que
a+b < ab+ ab = 2ab, y como 2,a,b € I y hemos supuesto que I es cerrado
bajo el producto, 2abe Iy a+0bel. O

En IN no hay subestructuras iniciales propias, pero para cada M = PA no
estandar hay infinitas subestructuras iniciales propias.

Lema 3.9 (Existencia de subestructuras iniciales propias). Sea M = PA no
estandar, y sea a > IN un elemento no estdndar de M. El conjunto a®™ = {b €
M :3n e N(b < a™)} es una subestructura inicial propia de M.

Prueba. a™ es un segmento inicial: si € al e y < x, entonces hay un n € N

tal que z < a”, y por tanto y < a” e y € a®.

a™ es un corte: si € a, hay un n € IN tal que = < a™, y por tanto o bien
(a) x =0, con lo que n =1 y también 0 + 1 = 1 < a, por ser a no estandar, o
bien (b) # > 0,conloque z +1 <z +2 =22 < 24" <a-a”=a"";yen los
dos casos 4+ 1 € a™.

a™ es cerrado bajo el producto: en la misma notacién que en el parrafo
anterior, z -y < a” - a™ = a™*"™, y por tanto x - y € a®.

a™ es propio: consideremos b = a“: si fuese b € a, serfa a® < a™ para algin
n € N, y, dividiendo n veces por a en cada lado de la férmula, obtendriamos

a® ™ < 1, lo que es absurdo. O

Podriamos esperar que a® fuese un modelo de PA, ya que es una subestruc-
tura inicial (es decir, es cerrado bajo la suma y el producto); sin embargo, esto
es imposible (basta formalizar la prueba de que a® ¢ a™).

Otro ejemplo interesante de subestructura inicial es el siguiente:
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Definicién 3.10. Sea M = PA no estindar, y sea a € M \ IN; definimos
a'/N={be M:MED <a para cadan € N}.

Lema 3.11. Sea M |= PA no estindar, y sea a € M \ IN; entonces,
(1) a*/N es un corte;
(2) a'/N es una subestructura inicial;
(8) ademds, a ¢ a*/™N y N C, a'/N C, M; y, finalmente,
(4) a'/™N es la mayor subestructura inicial de M que no contiene a.

Prueba. a'/N es una subestructura inicial: si b € a'/N, entonces para cadan € IN

es b < a, con lo que, si ¢ < b, también serd, para cadan € IN, ¢ < b" < a,y
asi b € a'/N.

Siz,y € a/N entonces para cada n € N es 2" < a e y" < a;sizy =0,
trivialmente zy € a*/N: en caso contrario, si existiese algin m € IN tal que
(xy)™ > a, bastarfa tomar z = max{z,y} para tener 22™ = (22)™ = (2. 2)™ >
(zy)™ > a, lo que es absurdo, ya que z = z 6 z = y. Por tanto, a'/™ es cerrado
bajo el producto. Como trivialmente 2 € a'/N, a’/™ es cerrado bajo sucesor y
producto. Esto prueba (1) y (2).

(3) Trivialmente a ¢ a'/N, ya que de lo contrario serfa a < a* = a, absurdo.
Igualmente, como para cada k,n € N es k" € IN < a, claramente IN C, a'/V;
y como a'/N C, M por (2), como a ¢ a*/N, a'/N C, M. Para probar que
N C. a'/N necesitaremos los teoremas de overspill.

(4) Supongamos, en busca de una contradiccién, que hay una subestructura
inicial T de M tal que a'/N C, I y ademés a ¢ I. Para cada elemento de
beI\a/N existe un m € N tal que b™ > a, imposible (I es cerrado bajo el
producto, b™ € I, y entonces a € I, una contradiccion). O

3.4 Indefinibilidad de los cortes propios

En cuanto al orden, si M = PA es numerable, es isomorfo a N + Z - Q; v,
por tanto, habrd un corte especial (el que toma I = IN), y después tantos como
cortaduras de Dedekind en @, es decir, ezactamente 2%°. En Q podemos definir
numerosos cortes, en particular todos los que identifican un nimero racional, y
algunos para definir niimeros irracionales (p. ej., v/2); sin embargo, los cortes
en M no serédn definibles, excepto el corte impropio I = M (y todo ello, sin
importar que M sea numerable o no):

Lema 3.12 (Indefinibilidad de los cortes propios). Sea M = PA, e I un corte
propio en M. Entonces I no es definible mediante una féormula con pardmetros
en M, es decir, no existen una formula p(z,¥) y una tupla @ € M tales que

I={xeM:MEpa}l

Prueba. En caso contrario, y prescindiendo de los pardmetros para aligerar la
notacion, tendriamos, por una parte, M = ¢(0), ya que 0 € I; por otra, M |=
p(x) — p(xz 4+ 1) para cada « € I, ya que I es cerrado bajo la operaciéon de
sucesor; y M = p(x) = ¢(z + 1) para cada € M \ I, por ser falsa la mayor.
Es decir que
M = ¢(0) AVz(p(z) = @(z + 1)),

y por tanto, aplicando induccién, M = Vze(x); pero esto contradice nuestra
hipétesis de que el corte es propio. O
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Es claro que desde fuera es facilisimo definir cortes a partir de cualquier
elemento no estandar a € M: por ejemplo,

I={reM:z<aha—xz>N}

es claramente un corte; el problema es que la relacion @ > IN (es decir, la
propiedad “z es no estdndar”) no es definible en M, ya que M “cree” que todos
sus elementos son estandar.

3.5 OQwverspill y underspill

Lema 3.13 (Overspill). Sea M = PA no estindar, y sea I un corte propio de
M. Siuna férmula [eventualmente con pardmetros en M| se satisface para todos
los elementos de I, entonces hay un elemento ¢ > I tal que la formula también
se satisface para todos los © < ¢, es decir, la (satisfaccién de la) férmula se ha
“‘derramado mds alld de” I. Mds formalmente: sea @ € M, y sea p(z,¥y) una
formula tal que

M = p(b,d) para cada b € I;

entonces hay un ¢ > I en M tal que
M EVz <cp(x,d).

Prueba. Si fuesen verdaderas las hipdtesis del lema pero no existiese un tal ¢,
tendriamos que, por una parte, para cada ¢ € M \ I existiria un = < ¢ tal que
—p(z,d); por otra parte, es inmediato que para todos los elementos ¢ € I se da
que Vz < ¢ p(x,d); pero entonces I estarfa definido por esta dltima férmula, es
decir,

I={yeM:Ve<yp(za}

lo que es imposible en virtud del lema 3.12. O

Una consecuencia trivial del lema es que si p(z) es vdlida para todos los
n € IN estdndar, entonces hay un ¢ no estdndar tal que p(z) es valida para
todos los = < c.

Ejemplos: (1) Consideremos el segmento inicial a'/™ C, M de la definicién
3.10; veremos que no puede ser N = a'/N. En efecto, si consideramos la férmula

o(z,a) =32(z > 2 A 2" < a),

es claro que M = p(n,a) para cada n € IN, ya que n™ € IN < a. Por tanto, por
overspill debe de existir un b > IN tal que M = (b, a), de donde existird un
c€ M tal que M = ¢ > bAc® < a. Pero ahora ¢ > b > N, es decir, ¢ es no
estandar; y, como ¢® < ay b >IN, para cadan € IN es ¢” < ¢’ < a, y por tanto

cea/N\IN #.
(2) a*/N [ PA. [Ver Kaye 1991 [4], ejer. 6.4(1)] Consideremos
o(n,a) = IO™ < a < b,

Esta féormula no se satisface en el caso general: por ejemplo, si n = a = 2, el
mayor b tal que b> < 2 es 1, y claramente 12! = 1 < 2. Ahora bien: si a > IN
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y n € IN, entonces debe de haber algiin b tal que M = b" < a < "1, ;Cémo
podemos demostrarlo? Por un lado, M = m™ < a para cada m € IN, por ser
a >IN, y por tanto, aplicando overspill, hay un ¢ > IN tal que M = ¢™ < a; por
otro lado, claramente, M |= (a4 1)" > a. El méximo b tal que ™ < a tiene que
existir, también por overspill; para ese b es (b+1)" > a, y como b" ! > (b+1)",
es a < b"T1. Ademéds, como b >n+ 1, es M |= b® > a. Pero ahora b € a'/™ con
b >a¢a'/N, y por tanto a'/N £ PA.

Lema 3.14 (Owverspill, version cofinal). Sean M = PA no estindar e I un
corte propio de M. Si una férmula [eventualmente con parametros en M] se
satisface cofinalmente en I, entonces también se satisface coinicialmente en el
complemento M\ I del corte I. Dicho de otro modo, si una férmula se satisface
para valores arbitrariamente grandes de I, entonces también se satisface para
valores arbitrariamente pequerios de M\ I.

Formalmente: sea @ € M, y consideremos una férmula ¢(x, 2) tal que para
todo x € I existe uny € I tal que

M (y > ) Aely, a);
entonces para cada ¢ € M\ T existe un b€ M\ I tal que
M = (b<c)Ap(ba).

Prueba. Sea ¢ € M \ I arbitrario (c existe porque I es propio), y consideremos
la férmula

Y(z) = y(z <y < cAp(y,d).
Como ¢ se satisface cofinalmente en I, ¢ es verdadera en todo I, y, aplicando
el lema 3.13 de overspill, existe un b > I tal que

M EVe <bIy(z <y < cAey,d).

Pero, como ¢ > I es arbitrario, basta con tomar cualquier x < min(b,¢) con
x > I para tener un y < ccony > x > I,y por tanto y > I y ¢(y,d), con lo
que @(x,d) se satisface coinicialmente en M \ I. O

A los lemas de owverspill sobre les corresponden como consecuencias sendos
lemas de underspill.

Lema 3.15 (Underspill). Sean M |= PA no estandar e I C M un corte propio
de M. Si una férmula [eventualmente con pardmetros en M| se satisface en el
complemento del corte I, entonces hay un elemento ¢ € I tal que la féormula
también se satisface para todos los x > ¢, es decir, la (satisfaccion de la) formula
se ha “derramado mds acd” del complemento de I. Mds formalmente: sea @ € M,
y sea p(x,y) una formula tal que

M = ¢(x,d@) para cada x € M\ I;
entonces hay un c € I tal que
M E=Vz > cp(z,d).

Prueba. El conjunto de los x € T tales que —(x, @) no puede ser cofinal en I, ya
que de lo contrario, aplicando el lema 3.14, habria algin y > I tal que —p(y, @),
lo que contradice nuestra hipétesis. O
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Lema 3.16 (Underspill, versién cofinal). Sean M = PA no estdndar, e I C M
un corte propio de M. Si una férmula [eventualmente con pardmetros en M| se
satisface coinicialmente en M\ I, entonces también se satisface cofinalmente en
1. Mds formalmente: sea @ € M, y sea @(x,y) una férmula tal que para cada
c>1,ce M, existe un x > I tal que

MEzx <cho(x,d);
entonces para cada b € I existe un y € I tal que

M Ey>bAe(y,ad).

Prueba. Supongamos, en busca de una contradiccién, que existe un b € I tal
que M = —p(y,a) para cada y > b de I. Entonces M =y < bV —¢(y,d) para
cada y € I, y aplicando el lema 3.13 de overspill a I, hay un ¢ > I tal que

M EVy <cly <bV-p(y,ad)),

lo que contradice la hipdtesis. O

3.6 Qwverspill e induccién

Lema 3.17 (Owerspill implica induccién (Ver Kaye 1991 [4], ejer. 6.1)). Sea
M = PA~ un modelo de la Aritmética de Peano sin el azioma de induccion, y

supongamos que el lema de overspill se cumple para cortes arbitrarios I C M.
Entonces M = PA.

Prueba. Sea @ € M, y consideremos una férmula ¢(z,¥) tal que
M = ¢(0,d) AVz(p(z,d) — o(xz + 1,qd)).
Consideremos ahora el conjunto
I'={zeM:MEVy<zp(yd};

es claro que I es un corte en M; ademés, no puede ser un corte propio, ya que
entonces seria un corte propio definible, lo cual es imposible; por tanto, I = M,
y el principio de induccién se verifica para ¢. Pero ¢ era arbitraria, y por tanto
M = PA. O

Corolario 3.18. Sea M |= PA~. Entonces M = Ind si y sdlo si en M se

cumple el lema de overspill para cortes arbitrarios I C M.

3.7 Subestructuras y PA~

Lema 3.19. Sean M C, N Lpy-estructuras, y supongamos que N = PA~.
Entonces, M |= PA~.

Prueba. Todos los axiomas de PA~ son II; excepto S3. Sea x € M, x # 0.
Como M C N, N E Jy(Sy = x); pero y < x, y por tanto y € M. O
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. Tienen sentido las definiciones de segmento inicial y extensién final, o coin-
ciden con la nocién de subestructura (en cuyo caso serfan superfluas)? Es decir,
si una subestructura M de N es cerrada bajo suma y producto, jes automa-
ticamente un segmento inicial? Si la respuesta a la pregunta anterior es “no”,
entonces habra subestructuras M de N que seran “mas ralas” que N; y, a la
inversa, desde el punto de vista de IV, habréa estructuras mas “tupidas”. La si-
guiente definicién fija el concepto, y a continuacién unos ejemplos demuestran
la existencia de esas estructuras “mas tupidas”.
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4 Extensiones cofinales

Definicién 4.1. Sean M C N modelos de PA~ (= PA sin induccién). Decimos
que M es cofinal en N, o que N es una extension cofinal de M, y escribimos
M Ci N, sii

Vae N3Ibe M (N Eb>a).

Es decir, M Ce¢ N sii hay elementos de M arbitrariamente grandes en N.

Ejemplo: IN no tiene extensiones cofinales propias: trivialmente, si fuese IN C¢
M, con M = PA~, habria un a € M no estandar, y para ese a ningin elemento
n € IN cumple n > a.

Lema 4.2. Si M |= PA~ es no estdndar, entonces existe un modelo N = PA~
no estandar que es una extension cofinal propia de M: M Cc¢ N.

Prueba. Consideremos el lenguaje Ly . obtenido afiadiendo al lenguaje de la
aritmética Lp, constantes para cada elemento de M y una nueva constante c.
Sean b € M no estandar. Por compacidad, la teoria

{p@):aeME¢@),p € Fm(Lpa)tU{c#a:ae M}U{c<b}

tiene un modelo K. Si ahora consideramos f : M — K definida por f(a) =
a¥, es claro que podemos considerar K como una extensién elemental de M.
Consideremos el segmento inicial N C K con dominio {d € K : K |= d < a para
algtin a € M}. a) N es una Lpg-estructura: si aj,as € N, hay by, by € M tales
que a1 < by y ag < be, y por tanto K = a1 +as <by+byy K =ay-as < by by
y por tanto aj +ag,a; -as € K. b) M Ci N:sia € N, por definicién de N hay
un b € M tal que K |=a < b, es decir, N = a < b. Por el lema 3.19, N = PA™,

ycomocé¢ M ycé€ N, N es una extensién cofinal propia de M. O

El objetivo de esta seccién es demostrar que todo modelo de PA tiene una
extension final elemental propia que es también modelo de PA. Para poder
demostrar esto, precisaremos de algunos medios técnicos que definimos a conti-
nuacién.

Definicién 4.3 (Axiomas de coleccién). Para cada férmula ¢(x,y,7) € Lpa,
el correspondiente axioma de coleccion es

Vavh[(Vx < b)Jyp(z,y,d) = Jw(Ve < b)(Fy < w)p(z,y, d)].

Observacién 4.4. Como de Jw(Vz < b)(Jy < w)p(z,y,d) se deduce inme-
diatamente (Vz < b)Jyp(x,y,d), el axioma de coleccion para ¢ podria haberse
escrito como una equivalencia:

Vavh[(Vx < b)Jyp(z,y,d) < Jw(Ve < b)(Fy < w)p(z,y, d)].
Ademds, tomando negaciones y poniendo ¢ en vez de —p,

Vavh[(Fx < b)Vyp(z,y, d) < Yw(Tz < b)(Vy < w)p(z,y, d)].
Lema 4.5. Sea ¢(x,y, 1) es una férmula X, es decir, supongamos que

—»
)

o(x,y, 0) = F01Vv2...Quun (2, y, @, D)
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donde ¢ es Ag y Qn es I si n es impar, y V en otro caso. Entonces coleccion
implica que para cada b y cada @,

(Vo < b)p(z,y,d)

es equivalente a una férmula ¥,,. Similarmente, si p(x,y,u) es I, coleccion
implica que para cada b y cada @,

(Fz <b)o(z,y,d)
es equivalente a una formula IL,.
Prueba. Por inducciéon en n, y aplicando la observacién 4.4. O

Teorema 4.6 (PA demuestra coleccién). PA demuestra los aziomas de colec-
cion para cada formula ¢ € Lpy.

Prueba. Sea M |= PA, y supongamos que para cada @ € M,
M = (Vo < b)3ye(z,y,d),

es decir, M = (b, d), con (b,d) = (Vo < b)Iyp(x,y,d).
Procederemos por induccién sobre b: si b = 0, ningtin « cumple = < b, y por
tanto para un w arbitrario

M = (Vx < b)(Fy < w)p(z,y,d),

de donde
M = JwVr < b)(Fy < w)e(x,y,a).

Supongamos ahora, como hipétesis inductiva, que para un b determinado
tenemos coleccion, y ademés que para cada @ € M,

M (Vo <b+1)3yp(z,y,d),

es decir,
M = (Yo < b)Jye(w,y,d@) A Izp(b, 2, @),

de donde, por una parte,
M = (Vz < b)Jyp(z,y,d)
y aplicando la hipétesis inductiva
M = Jw(Ve < b)(3y < w)e(z,y,d),

y por otra parte
M = J20(b, 2, @),

de donde hay un ¢ € M tal que M = ¢(b, ¢, @). Basta con tomar w’ = max(w, c+
1) para tener
M | ' (Ve <b+1)Fy < w')p(x,y,ad),

como desedbamos. O
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Proposicién 4.7 (Ver Kaye 1991 [4], prop. 7.6). Sean M C. N modelos de
PA™, y supongamos ademds que M <n, N. Si M y N satisfacen los axiomas
de coleccion, entonces M < N.

Prueba. Clasificamos las formulas por su posicién en la jerarquia aritmética, y
demostramos la proposicion por induccién en esa posicion.
Para n =0, es g = IIp = Ay por definicién, y por tanto M <x, N.
Supongamos ahora que M =<y, N para un n dado, y tomemos

50(37) = Elfe(fa 37) € En—i—la

es decir, 0(Z, ) € I1,,. Por el test de Tarski-Vaught, serd suficiente con mostrar
que para cada a € M, si

N E 370(Z, a)
entonces

M = 370(Z, ).

Si N E 370(Z,d), como M C. N, hay un b € M tal que N | (37 <
b)0(#,d). Pero ahora, por el lema 4.5, (37 < b)0(Z,d) es equivalente a una
proposicién I1,:

Va,b[(3T < b)0(Z, @) «» (a,b)],

y por tanto

N = 1(a,b),
de donde M = 9(d,b) (ya que si fuese M = —)(d,b), como —p es 3, y por
hipétesis inductiva M <x, N, entonces N = —(d,b), lo que es absurdo). O

Proposicién 4.8. Supongamos que M C.¢ N son modelos de PA™ tales que
M ga, N y M = PA. Entonces M < N, y por tanto también N |= PA.

Prueba. Primero demostraremos que M <sx, N.

Bastard con mostrar que si @ € M y 0(Z) € X9, entonces N | 6(d) =
M = 0(a), yaquesid@ € M = ¢(a) y (@) € 3z es de la forma IFp(a, &) con
©(@, &) € Iy, entonces M = o(a,b) para algin b € M, y como —p(a@,b) es Sa,
entonces N F —p(a, g), esto es, N = ¢(a, E)

Asi, supongamos que 0(&) es V2 (Z,4,2) con ¢ € Ag y @ € M, y que
N E 0(d@). Como M C.s N, hay un b € M tal que N = (3§ < b)V2w(d, v, 2), es
claro que para cada ¢ € M es N | (7 < b)(VZ < ¢)9(d, 7, Z). Como ¥ es Ay y
M <A, N,

M =VYw(3y < b)(VZ < w)y(a, 7, 2),

y, aplicando colecciéon en M,
M = (37 < b)VZY(a, 7, 2),
que es lo que queriamos demostrar.

Ahora mostraremos que para cada n > 2, M <3, N = M <s,.,, N,
completando la demostracién (aqui es donde necesitamos la hipétesis suplemen-
taria de que M satisface induccién y no sélo coleccién). En vez de demostrar
que, si 6(@) € X,41 con @ € M, entonces N = 0(a@) = M = 0(d@), demos-
traremos la siguiente asercién equivalente: si @ € M y (&) € I, 41, entonces

M [= (@) = N |= ¢(a).
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Supongamos para simplificar que y = ¥ y z = 2’ son variables, sea @ € M,y
por tanto sea ¥ (@ = Vy3zp(d,y, z), con ¢ € I,,_1. Sea b € M arbitrario. Basta
con demostrar que

M |=Vy <b3zp(d,y,2) = N = Vy <b3zp(d,y, 2),

ya que M C. N. Pero si M |=Vy < b3zp(d, y, z), entonces por induccién en M
tenemos
M = JuwVy < Vz(z = (w)y = »(d,y, 2)),

y por tanto, dado que esta férmula es X, y M <5, N,
N = JuVy < bVz(z = (w)y, — ¢(d,y, 2)).

Como VyVw3z(z = (w),) es IIy y verdadera en M, es también verdadera en N
ya que M <s, N, de modo que

N | Vy < bIzp(d, y, 2),
como queriamos demostrar. O

Enunciamos el siguiente teorema, conocido como Teorema MRDP por las
iniciales de los matematicos que colaboraron en su establecimiento, Matijase-
vi¢, Davis, Robinson y Putnam, sin dar su demostraciéon, que nos apartaria
demasiado de nuestro tema. (Pueden encontrarse demostraciones del teorema
en [5], [1] o [2].)

Definicién 4.9. Una relacion E(z1,...,x,) es elemental si existe un polinomin
p(x1,...,xy,) tal que

E(z1,...,xn) = (p(x1, ..., Tpn) = 0).

Una relacién D(x1,...,x,) es diofdntica si existe un m > 0 wuna relacién
elemental E(x1,...Tn, Y1, -, Ym) tal que

D(z1,..cyp) = 1. FYn E(x1, oo Zry Y1,y ooy Y )-

Teorema 4.10 (Teorema MRDP, primera versién). Una relacion es recursiva-
mente enumerable sii es diofdntica

Una direccion es obvia. Como las relaciones recursivamente enumerables son
las definibles mediante férmulas 31, lo que el teorema dice es que toda relaciéon
recursivamente enumerable es equivalente a una formula formada por una serie
de existenciales seguidas de la igualacién de un polinomio a cero. Podemos pues
reformular el teorema de un modo que nos resultard mas util:

Teorema 4.11 (Teorema MRDP para PA, segunda versién). Para cada férmula
%1 ¢(Z) de Lpa hay una férmula 31 () de Lpa tal que

PAFYZE(p(Z) < (7))

Corolario 4.12. Sean M C N modelos de PA. Entonces, M <, N.
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Prueba. Sea @ € M, y tomemos 0(Z) € Ay. Tanto 6(Z) como —0(Z) son trivial-
mente X1, por lo que, aplicando el teorema MRDP, hay férmulas sin cuantifi-
cadores (%, ) v (&, Z) tales que

PAFVZ(0(Z) & Ijp(Z, 7))

PA b VE(-0(Z) ¢ 32(&, 2)).

Asi, si M | 6(a), hay be M con M = cp(d’,l?, y por tanto, como N | PA,
también N |= 6(d); similarmente, si M | —6(d), entonces hay ¢ € M con

M |=4(a,¢), y N = —6(a). 8
Teorema 4.13. Sean M = PA y M Cs N |E PA~. Son equivalentes:

(a) M <, N;

(b) N = PA;

(¢c) M X N.

Prueba. Por la proposicién 4.8, a = by a = ¢; b = a) por el corolario 4.12; y
¢ = a es inmediato. O

Corolario 4.14. Si M C N son modelos de PA, entonces existe un unico
K = PA tal que M Ct K Co N; y ademds, M < K.

Prueba. Como K tiene que ser un segmento inicial de N y M tiene que ser
cofinal en K, sélo hay una manera de definir K:

K={a€e N:N[Ea<bparaalgin be M};

es inmediato que M C.s K. Para ver que K = PA es suficiente, por el teorema
4.13, ver que M <a, K; pero M <a, N por el teorema MRDP; y K <a, N
porque K C, N; y por tanto, si (%) € Ay y @ € M, entonces

M [ 6(a) sii N = 6(d) sii K = 0(ad),
de modo que M <, K. O

Corolario 4.15. Cualquier modelo no estindar M |= PA tiene una extension
elemental cofinal propia N.

Prueba. Siguiendo los pasos del ejemplo 2, sea K > M con un elemento ¢ €
K\ M tal que K = ¢ < b para algtn no estdandar b € M, y hagamos

N={deM:KEd<aparaalgina € M};

por la demostracién del corolario 4.14, N =, M, y por la proposicién 4.8,
M < N | PA. O

Teorema 4.16 (Ver Kaye 1991 [4], teor. 2.7). Sean M C, N dos Lp 4-estructuras
tales que N es una extension final de M. Entonces M <a, N.
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Prueba. Por induccién en la complejidad de las férmulas Ag, definida como el
numero de simbolos A, V, =, 3 0 V que aparecen en la férmula. La hipotesis de
induccién es que

para cada ¢(Z) € Ay con complejidad < n
y para todo @ € M se cumple (1)
M = (@) < N |= ¢(a).

Para n = 0 la hipdtesis de induccién se cumple inmediatamente, ya que las
férmulas de complejidad 0 son atémicas.

Supongamos ahora que (1) se cumple, sea p(Z) = ¢1(Z) A p2(Z) de comple-
jidad n+ 1, y sea @ € M. Entonces

& MEpi(d) y M = p2(a)
1(@) y N [= pa(a@) por (1)
< N Ep(a).

Mediante argumentos similares demostramos los casos V y —. Si ¢(Z) es Vy <
t(v1(Z,y) es de complejidad n+ 1y @ € M, entonces

M |= p(a)
< para todo b < t(@) de M, M = p1(d,b);

ahora bien: si @ € M, también t(@) € M, ya que M es cerrado bajo + y -, v,
como M C, N, entonces

{beN:NEb<t@}={beM: MEb<ta),

de modo que, por (1), deducimos

M = p(a)
< para todo b < t(@) de N, N = p1(a,b)
& NE )
El caso d se demuestra exactamente de la misma manera. O
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5 Generalidades sobre teoria de modelos

5.1 Clausuras definibles

Definicién 5.1 (Elementos definibles). Sea L un lenguaje arbitrario, T una
L-teoria, y M |= T. Consideremos un subconjunto (no necesariamente un sub-
modelo) A C M. Un elemento b € M se llama definible en M sobre A (o
A-definible en M) sii hay una L-férmula o(z,¥) y una tupla @ € A tal que
M = 3lxp(z,d) y b es ese dnico elemento de M, es decir, si M = ¢(b, d@).

La definiciéon precedente admite una generalizaciéon inmediata:

Definicién 5.2 (Tuplas definibles). Sea L un lenguaje arbitrario, T una L-
teoria, y M = T. Consideremos un subconjunto (no necesariamente un submo-
delo) A C M. Una tupla b= biy...,b, € M se llama definible en M sobre A
(o A-definible en M ) sii hay una L-formula p(x1, ..., xn, ) y una tupla @ € A
tal que

M = zy..xpp(ze, ...y Tp, @)

Yy b= b1, ..., b, es esa unica tupla de M, es decir, si M = @(by, ..., by, d).

Definiciéon 5.3 (Clausura definible). Sea L un lenguaje arbitrario, T una L-
teoria y M = T. Consideremos un subconjunto A C M. Definimos la clausura
definible de A del siguiente modo:

delps(A) :={a € M : a es A-definible en M}.

Lema 5.4 (Propiedades del operador “dcl”). Sea L un lenguaje arbitrario, T
una L-teoria, M =T y A C M un subconjunto de M. Entonces,

(1) A C delys (4);

(2) AC BC M = dclpy(A) Cdcly(B) (Monotonia);

(3) dClM(dCIJ\/[(A)) = dClM(A),

(4) Si a € dclps(A), entonces existe un Ag C A finito (es decir, |Ap| < w)
tal que a € dclp(Ag) (Finitariedad).

Prueba. (1) Sea a € A; entonces a € dcly(A), ya que a es A-definible por la
Lpa-formula z = a.

(2) Supongamos que A C B C M, y sea ¢ € dclpy(A); entonces hay una
L-féormula p(z,7) v una tupla @ € A tal que M E xp(z,a) y M E ¢(c,d).
Pero como A C B, d € B, con lo que ¢ € dcly(B).

(3) (a) delps(delar(A)) D delpr(A): aplicar (1) substituyendo A por delps(A).

(3) (b) delar(delpr(A)) € delpr(A): sea ¢ € delar(delar(A)); entonces existe
una L-férmula ¢(z,y) y una tupla @ € delp(A) tal que M | zp(x,d), vy
M = p(c,d). Supongamos que @ = ay, ..., a,; entonces, para cada 1 < i < n,
a; € dclp(A), es decir, hay una L-férmula ¢;(y;, Z*) y una tupla @ € A tales
que M |= My (yi, @) y M = @i(a;,a). Por tanto

M = 3a{Fyryn [ N 0iWi, @) Ao, 41,0 0m)] }

i=1

y poniendo € = ai, ...,a™ es claramente € € A, y por tanto ¢ € dcly(A).
(4) Sea a € dclpr(A). Entonces existen una L-formula ¢ y una tupla @ € A
tal que M = Jlzp(z,d) y M |E (b, @). Supongamos que es @ = aq, ..., ay; si
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ahora tomamos Ay = {ay, ..., a,}, es inmediato que a € delpr(Ap), y ademds Ay
es finito. O

Lema 5.5. Sea L O Lpa, T 2 PA una L-teoria (con el axioma de induccion
para cada formula de L), y M = T. Consideremos A C M un subconjunto de
M. Entonces,

delpy(A) < M.

Prueba. Para ver que se trata de una subestructura elemental usaremos el test
de Tarski. Sea pues @ € dclps(A) una tupla, y sea ¢(Z, y) una L-férmula tal que

M = Jye(d,y).
Por el principio del niimero minimo (LNP),
M = 3y(p(a@, y) AVz < y=p(d, 2));

sea b € M tal que M |= ¢(d,b) AVz < b—y(d, z): claramente b € dclp (@) C
dCl]w(A).

O

Lema 5.6. Sea L O Lpa, T 2 PA una L-teoria (con el axioma de induccion
para cada formula de L), y M = T. Consideremos A C M un subconjunto de
M. Entonces,

(1) delps(0) = delps (IN).

(2) En el caso general, puede ser dcly(IN) D IN.

Prueba. (1) En dclps (@) podemos referirnos a cada n € IN como S™0; y en
dclps (IN), podemos referirnos a cada n € IN directamente.

(2) Sea my = n la Lpa-férmula que expresa que la k-esima iteracién del
proceso de Goodstein sobre m es n. Como PA ¥ ¥Ym3k(my = 0), hay algin mo-
delo M |= PA tal que M |= 3mVk(my #0), y por el LNP, M = Im(Vk(my #
0) AVp < m3k(pr = 0)). Claramente un tal m es nico, pertenece a dclps(IN), y
tiene que ser no estdndar, porque N |= Vm3k(my = 0). O

Lema 5.7. Sea L un lenguaje arbitrario, T una L-teoria, y M = T. Supongamos
que M < N, y sea A C M un subconjunto de M, es decir,

ACM<XN.

Entonces,
dCl]u (A) = dClN (A)

Prueba. Sib € dcly(A), entonces hay una L-férmula p(z, %) y una tupla @ € A
tal que M = Jlzp(z,d) y M = ¢(b,d@). Como AC M,d€ M,y como M < N,

M = 3zp(z,d) < N = zp(x,d),

y por tanto N = Jlzp(z,d); del mismo modo, N | ¢(b,ad). De este modo,
b e dcly(A).

Inversamente, si b € dcly(A), entonces hay una L-férmula ¢(x,%) y una
tupla @ € A tal que N = Jlzp(z,d) y N = ¢(b,d). Como en el caso anterior,

M = Axp(z,d) < N E Nep(x,d),

y por tanto M = Jlzp(z,d) y N = p(b,d), de modo que b € delys(A). O
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Lema 5.8 (Ver Kaye 1991 [4], ejer. 8.1). Sea L D Lpa, y M =T D PA (con
el azioma de induccion para cada férmula de L). Existe una Lp z-férmula o(Z)
que define los nimeros definibles en M sii M = dclps(0).

Prueba. Si M = dclps(0), claramente cada elemento de M es definible, y por
tanto £ = x es una L p4-férmula que define los elementos definibles.

A la inversa, sea p(x) € Lp4 una férmula que define los elementos definibles
de M, es decir, supongamos que (M) = {a € M : M | ¢(a)} = dclp(0);
queremos ver que M = @(M). Si existiese x € M\ (M), serfa M = Jz—p(z), y
por el principio del niimero minimo (LNP), habr{a un menor nimero no definible:

M = Jz—p(z) AVy(—p(y) — = < y);

pero entonces ese numero seria definible, precisamente por la férmula recién
escrita, lo que es una contradiccién. O

5.2 Aplicaciones elementales

Definicién 5.9 (Aplicaciones elementales). Sea L un lenguaje arbitrario, T
una L-teoria, y M,N | T. Sea A C M wun subconjunto, y consideremos una
aplicacion f : A — N. Diremos que f es elemental sii para cada L-formula
©(Z) y para cada @ € A,

M |=¢(@) & N |= ¢(f(@)). (2)

Observacion 5.10. Todas las aplicaciones elementales son inyectivas: en efec-
to, si a1,as € A y a1 # ag, entonces M = a1 # a2, de donde N = f(a1) #
flaz), y por tanto f(a1) # f(az).

Lema 5.11. Sea L un lenguaje arbitrario, T una L-teoria y M = T. Conside-
remos A C M un subconjunto. Para cada modelo N, f : A — N es elemental

sii (M, a)aca = (N, f(a))aca-

Prueba. Sea L' = L U A el lenguaje con nuevas constantes para todos los ele-
mentos de A. Entonces, (M,a)q,ca = (N, f(a))aca, sii para cada L’-sentencia

¢,
MEee N Eo,

sii para cada @ € A y cada L-férmula ¢(Z),
M |= (@) < N | o(f(@)),

sii f es elemental. O

Lema 5.12. Sea L un lenguaje arbitrario, T una L-teoria y M,N |= T. Sea
A C M wun subconjunto, y consideremos una aplicacion f : A — N. Si f es
elemental, entonces M = N.

Prueba. Es inmediato, ya que (2) implica que, para todas las sentencias ¢,

MEeeNEe
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Lema 5.13. Sea L O Lpa, T O PA una L-teoria (que incluya el azioma de
induccion para cada férmula de L), y sean M, N =T tales que AC M, ACN,
y Ma = Na. Entonces delpr(A) 24 dely(A) (es decir, existe un isomorfismo
fidelp(A) = dely(A) tal que f 1 A=1da).

Prueba. Por el lema B.13, si M4 = N4 existen M/, = Ma y Ny = Ny tales
que M/ = N/;; sea pues f : M/ = N/, un isomorfismo. Aplicando el lema
5.7, delpr(A) = delpp (A) y dely(A) = deln/(A) y, por tanto, basta ver que
fldelpr (A)] = delys(A), ya que la restriccién de un isomorfismo a una subes-
tructura elemental siempre es un isomorfismo.

De hecho, alcanza con demostrar que f[dclp(A)] C dely/(A) (por sime-
tria, si tuviésemos que f~'[dcly/(A)] C dclp(A), aplicando f a ambos lados,
inmediatamente dclys (A) C f[dclar (A4))).

Tomemos pues a € dcly(A); debemos comprobar que f(a) € dcly/(A). Por
definicién de clausura definible, sabemos que hay una férmula o(x, y1, ..., yn) € L
y constantes aq,...,a, € A tales que M’ = ¢(a,a1,...,a,) y ademds M’ E
ANzp(x,aq, ..., a,). De modo que tiene que ser f(a;) = a; para cada i =1,...,n,
ya que f | A = Ids. Por tanto, N’ E ¢(f(a),a1,...,a,) vy ademds N’ |
Mxp(x, a1, ...,a,) y entonces claramente f(a) € dely/(A4). O

5.3 Modelos primos

Definicién 5.14 (Modelos primos). Sea L un lenguaje arbitrario, T una L-
teoria y M = T. Sea A C M un subconjunto. Diremos que M es primo sobre
A sii para cada modelo N =T y cada aplicacion f : A — N elemental, existe
una inmersion elemental f: M — N que extiende a f: f C f.

M es primo sii es primo sobre ().

Lema 5.15. Sea L un lenguaje arbitrario, T una L-teoria y M ET. Si A C M
es un subconjunto, entonces M es primo sobre A sii para cada modelo N O A
tal que Mo = N4 hay una aplicacion elemental f : M — N tal que f | A= Ida.

Prueba. =) Supongamos que M es primo sobre A, y sea N 2 A tal que M4 =
Ny. Por el lema 5.11, Id4 : A — N es elemental; y, por ser M primo sobre A,
existe una extensiéon f : M — N elemental de Id 4.

<) Supongamos que para cada modelo N D A tal que M4 = N4 existe una
aplicacién elemental f : M — N tal que f | A = Id4. Debemos probar que
M es primo sobre A, es decir, que toda aplicacién f : A — N elemental puede
extenderse a una aplicaciéon elemental j: M — N con j O f.

Consideremos A y M D A, por un lado, y f[4] y N 2 f[A4], por otro. Para
evitar problemas con los elementos comunes, elijamos un X con |X| = [N\ f[4]
tal que X N M = () y de tal modo que X contenga un elemento para cada
elemento de N\ f[A]. Es trivial ahora construir una aplicacién f': AUX — N
que extienda a f. Es igualmente sencillo ver que A U X es el universo de una
L-estructura N’, y que f : N’ — N es un isomorfismo. Pero ahora N’ D Ay
Ma = N} = Nya), v aplicando la hipétesis, hay un g : M — N’ elemental
tal que g | A = Id4. Finalmente, basta con componer j = f’ o g para tener la
aplicacién elemental buscada. O
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Lema 5.16. Sea L O Lpa, T O PA una L-teoria (que incluya en axioma de
induccion para cada férmula de L), y M =T. Si A C M es un subconjunto de
M

7

dely(A) es primo sobre A.

Prueba. Aplicaremos el lema 5.15: hagamos M’ = dcly(A); ACM';si ND A
es tal que My = Ny, por el lema 5.13 existe un isomorfismo

fdelp(A) =24 dely(A);

tal que f [ A =1Ida, y dclger,, (a)(A) = dclar(A) y cada isomorfismo es elemen-
tal. O

Lema 5.17 (Ver Kaye 1991 [4], cor. 8.3). Sea L D Lpa, T O PA una L-teoria
(con el axioma de induccion para cada férmula de L) y M = T. Entonces
dclps(A) es A-minimal, es decir, no existe N = dclps(A) con A C N.

Prueba. Por el lema 5.5, dcly(A) < N; y si fuese A C N = delpy(A), por el
lema 5.7 seria dcly (A) = dclps(A); pero entonces

lo que es absurdo. O

Lema 5.18. Sea L un lenguaje arbitrario, T una L-teoria, y M = T. Entonces
delps(A) es A-rigido, es decir, no tiene automorfismos no triviales.

Prueba. Aplicando el lema 5.13, hay un automorfismo f de dcly(A) que es la
identidad sobre A; claramente, ese automorfismo debe ser tinico; pero como la
identidad sobre dclys(A) es ella misma un automorfismo, el Gnico automorfismo
es la identidad. O

Noétese que si M = Th(IN), entonces dclys(0) es el modelo estdndar IN, ya
que IN |= Th(IN) y no tiene subestructuras propias.

5.4 Tipos

Definicién 5.19 (Tipos). Sea M un modelo de una teoria T en un lenguaje L,
y A C M un subconjunto. Decimos que un conjunto p(Z) de férmulas de L(A)
en las variables T es un tipo sobre A en (el modelo) M en (las variables)
Z si p(£) UTh(M4) es consistente.

El siguiente lema prueba que podriamos haber dado una definiciéon equiva-
lente:

Lema 5.20. Sea M un modelo de una teoria T en un lenguaje L, A C M un
subconjunto. Entonces p(Z) C Fm(L(A)) es un tipo sobre A en M sii p(Z) es
finitamente satisfacible en M 4.

Prueba. (Consistente = finitamente satisfacible) Supongamos que p(Z) no es
finitamente satisfacible en M 4; entonces existe un ntimero finito de férmulas, o,
lo que es lo mismo, tomando su conjuncién, una férmula ¢(Z) € p(Z) tal que
M, | ~3%¢(Z), Aplicando la hipdtesis, {¢(Z} U Th(M4) es satisfacible, y por
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tanto existe un modelo N4 = Th(My), con @ € Na y Nag = ¢(d@). De este
modo, N4 = 3Zp(z) y a la vez Ny = M4, lo que es absurdo.

(Finitamente satisfacible = Consistente) Inversamente, si p(Z) UTh(M,) es
inconsistente, como Th(M4) es consistente y completa, la inconsistencia tiene
que “‘venir de” p(Z), es decir, hay una prueba finita de lo falso a partir de un
subconjunto finito I' C p(Z) UTh(M4), y T' N p(Z) # 0. Por tanto IV = T' N p(Z)
no puede ser satisfacible, y p(Z) no es finitamente satisfacible. O

Lema 5.21. En la definicion 5.19, podriamos haber substituido “p(Z)UTh(M4)
es consistente” por “p(Z) U Th(My) es consistente”.

Prueba. Si p(Z) U Th(M,) es consistente, cada férmula de p(Z) se realiza en
My: si para cada a € M fuese My = —(a), serfa también My = Vz—o(z), y
entonces Vz—p(z) € Th(M4) mientras que ¢(z) € p(Z), lo que es absurdo.

Si cada férmula de p(Z) se realiza en M4, es inmediato que también se realiza
en su expansion My.

Finalmente, si cada férmula de p(Z) se realiza en M), por compacidad,
p(Z) U Th(M)y) es consistente. O

Definicién 5.22 (Tipos completos). Un tipo p(Z) sobre A en M en las variables
Z es completo sii para cada férmula o(Z) € L(A), o bien o(Z) € p(Z), o bien
—p(T) € p(T).

Lema 5.23. Sea p(Z) un tipo sobre A en M. Entonces existe N %= M y una tupla
d € N tal que N |= p(@). Mejor: existe N = M donde todo tipo en cualquier
numero finito de variables se realiza.

Prueba. Como por el lema 5.21 p(Z) U Th(Mjs) es consistente, hay un modelo
N’ en el lenguaje L(M) y una tupla @ € N’ tales que N’ |= Th(Mj,) y ademés
N’ = p(a@). Pero entonces la restriccién N de N’ a L es claramente una extensién
elemental de M con la propiedad buscada. O

Definiciéon 5.24 (Tipos de una teorfa). Sea T una teoria en un lenguaje L.
Decimos que p(Z) es un tipo de T en (las variables) T (sobre 0) si p(Z)
es un tipo (sobre §) en un modelo M de T.

El siguiente lema muestra una definicién equivalente.

Lema 5.25. Sea T una teoria en un lenguaje L; entonces p(Z) es un tipo de T
en & sii p(¥) es un conjunto de formulas consistente con T .

Prueba. =) Inmediato: como p(Z) es un tipo sobre ) en un M | T, por la
definicién 5.19, p(Z) U Th(M) es consistente, y como 7' C Th(M) también lo es
p(Z)UT.

<) Si p(Z) es consistente con T, entonces T'U p(Z) tiene modelos. Sea M |=
T U p(&); en particular, M = T, y también M = p(Z), y por tanto existe una
tupla @ € M tal que M = p(@). Aplicando el lema 5.20, p(Z) es un tipo sobre ()
en M, y por la definicién 5.24, p(Z) es un tipo de T en Z. O

Definicién 5.26 (Tipos en un modelo). Sea M un modelo, A C M un subcon-
junto de M y a € M una tupla. El tipo en M de d sobre A es

tpa(@/A) = {p(Z) € L(A) : M |= p(a@)}.
Si A =0, escribimos tpp (@) = tpa(a/0).
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Lema 5.27. Si p(Z) es un tipo completo de M sobre A, existe M' = M vy
a=ai,..,an € M tales que p(Z) = tppr (G A).

Prueba. Aplicando el lema 5.23. O

Definicién 5.28 (Tipos completos de una teorfa). Sea p(Z) un tipo de una
teoria T'. Decimos que p(Z) es un tipo completo de T sii T Up(Z) es una teoria
completa, esto es, si para cada formula o(Z), TUp(Z) F o(Z) 0 TUP(Z) - —p(Z).

Se impone ahora verificar que nuestra nomenclatura es consistente, esto es,
que los tipos completos (sobre A en un modelo M) definidos en 5.22 son los mis-

mos que los definidos en 5.28. Pero esto es claro, ya que son los tipos completos
sobre T = Th(M,) = T'(A).

Lema 5.29. Sea @ € M = T. Entonces tpy (&) es un tipo completo de T

Prueba. Para cada férmula ¢(Z), o bien M = ¢(d), y entonces TUtpps (@) F ¢(Z)
porque ¢(Z) € tpa (@), o bien M = —¢(d@), y entonces T Utpp (@) F —p(Z). O

Definicién 5.30 (Realizacién y omisién de tipos). Sea T una teoria, M =T,
A C M un subconjunto, y p(Z) un tipo sobre A en M. Decimos que una tupla
a € M realiza p(Z), o que @ es una realizacion de p, sii M4 = p(d@), y
cuando tanto A como M se sobreentienden, escribimos @ = p. Si en M no hay
ninguna realizacion de p(Z), diremos que M omite p(¥).

Es claro que si M = p(@) y p(Z) es completo, entonces p(&) = tpps(a).

Definicién 5.31 (Tipos aislados). Sea A C M, d € M |=T. Diremos que p(Z)
es aislado sobre A sii es generado por una sola formula, es decir, si existe una
formula o(Z) € p(Z) tal que p(Z) = (p(ZT))pm,, esto es, si

p(%) = {P(Z) € L(A) : Th(Ma) = ¢(Z) = ¢ ()}

Igualmente, si p(Z) es un tipo de una teoria T, diremos que p(Z) es aislado
cuando existe una formula (%) tal que T F Jxp(Z) y T F VZ(p(Z) — ¥(Z))
para cada Y(Z) € p(Z).

Observacién 5.32. Sip(¥) es aislado en una teoria completa T', entonces p(&)
se realiza en todos los modelos M |E=T.

Prueba. Trivialmente: si p(Z) es generado por ¢(Z), entonces T F Jxp(Z), y
por tanto M | ¢(d) para alguna tupla d@; como ademds M | ¢(d) — ¥(a),
claramente @ realiza p(Z) (para la tupla @). O

Definicién 5.33 (Tipo conjugado). Sea M un modelo, A C M un subconjunto
de M, y f: A — N una aplicacion elemental. Entonces el tipo conjugado
p/(Z) es el resultado de substituir en cada férmula de p(Z) los pardmetros de A
por los correspondientes pardmetros de f[A], es decir,

P (@) = {p(, £(@)) : ¢(7,d) € p(&)}.

Lema 5.34. Sean M un modelo, A C M un subconjunto y @ € M una tupla. Si
p(Z) es aislado, cualesquiera dos férmulas que generen el tipo son equivalentes.
De este modo, y médulo la equivalencia ldgica, es licito hablar de la férmula que
genera a un tipo aislado.
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Prueba. Supongamos que p(Z) = (@(Z))nm, = (Y(Z))m,; considerando la tau-

tologia ¢(Z) — ¢(&), obtenemos ¢(%) € (p(X))m, = (WY(&))m, y por tanto
My E 9(Z) = ¢(Z), y simétricamente. Por tanto, M4 | ¢(Z) < (Z). O

Lema 5.35. El conjugado de un tipo aislado es también aislado: sea tpp(d/A)
un tipo, y sea f : A — N una aplicacion elemental; si tpy(d/A) es aislado,
también su conjugado tpﬂ (@/A) es aislado.

Prueba. Sea ¢(Z) la formula que genera tpa(d/A), y sea (%) € tpp(a/A).
Como Th(Ma) E o(Z) = ¥(Z) y f es elemental, también

Th(Nya) | (@) = $(3),
y por tanto o(&) genera tpy (f(a@)/f[A]) = tp},(@/A). O

Lema 5.36. Sea M un modelo y A C M un subconjunto. Si b e dely (A),
entonces su tipo sobre A es aislado, es decir,

tpar(b/A) es aislado.

Prueba. Como b € dclps(A), hay una tupla @ € A y una Lpa-férmula o(Z, )
tales que M = N7p(Z,a@) y M = o(b, @).
Cada elemento de tpy;(b/A) es una L(A)-formula () tal que M = 1(b).
Si M = 4(b), entonces también M |= o(Z,@) — (%), ya que tanto el
antecedente como el consecuente se satisfacen para ¥ = g, y el antecedente es
falso en otro caso; y si M | ¢(Z,d) — (%), como también M | Zp(Z,d) y
M = (b, @), entonces forzosamente M = 1 (b). O

5.5 Modelos atémicos

Definicién 5.37 (Modelos atémicos). Sea M un modelo, y sea A C M un
subconjunto. Decimos que M es atémico sobre A cuando para cada @ € M,
tppm(d@/A) es aislado sobre A.

Observacién 5.38. Es inmediato a partir del lema 5.36 que dclps(A) es atdmico
sobre A.

Lema 5.39. Sean M un modelo y A C M un subconjunto, y supongamos que
M es atémico sobre A y que B C M es un subconjunto finito. Entonces M es
atomico sobre AU B.

Prueba. Sea b una tupla que enumera B, y @ € M una tupla arbitraria. Entonces
a, b es una tupla de elementos de M; como M es atémico sobre A, tpy (@, E/A)
es aislado sobre A, y, en virtud del lema 5.34, estd generado por una férmula
(@, §).

Si (%) € tpp(a/AUB), entonces ¢(Z) € L(AUB) y M |= 4(@); o, haciendo
aparecer las constantes de B, M | ¢(d, g), por tanto, ¥(Z, ¥) € tpay(d, B/A), de
donde

L, 4) = (T, 9)

y tpa(@/ AU B) estd generado por (%, b). O
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Lema 5.40. Sea L un lenguaje arbitrario, M un modelo, A C M un subconjunto
arbitrario, y supongamos que M es atémico sobre A, y que M\ A| < w. Entonces
M es primo sobre A.

Prueba. Sea M\ A ={a; :i € w} una enumeracién de M\ A, ysea f: A — N
una aplicacién elemental; para ver que M es primo sobre A, debemos extender
f a una aplicacién f C f: M — N.

Para ello construimos una cadena de aplicaciones elementales parciales f;,
con fo = fy domf; = AU{a; : j < i}. Para cada i, tpar(a;/domf;) es aislado,
y por tanto tp{\j[(ai/domfi) es también aislado y se realiza en IN; sea b una tal

realizacion; entonces fiy1 = f;U{(a;,b)} es elemental. Finalmente, f = {J,,c,, fi
es una inmersién elemental de M en N que extiende a f.

Lema 5.41 (Relaciones primo-atémico). Si |[M| < Rg y |L| < Vg,
M es primo sobre A< M es atémico sobre A.

Prueba. Primo = Atdmico) Por el teorema de omisién de tipos (OTT). Sea
@ € M una tupla: queremos ver que tp(d@/A) es aislado sobre A. Para ello, y
en busca de una contradiccién, supongamos que no es asi. Aplicando el OTT,
sabemos que existe un modelo N 4 tal que Ny = M4 y p se omite en IV 4. Por ser
M primo sobre A, existe una aplicacién elemental f: M — N con f [ A=1dy
que realiza p en N.

Atémico = Primo) Queremos demostrar que si M D A) N D A, M4 = Ny,
M\ Ay N\ A son numerables, y M y N son atémicos sobre A, entonces
M >~A N:

Pongamos M \ A = {a, : n € w}, N\ A= {b, : n € w}. Queremos ver que
exite una secuencia de funciones (f, : n € w), con f, : A, = By. fn | A=1d4,
ACA, CM, B, CN,donde A, \ A es finito, f, C fnt+1, an € dom(frnt1) y
by, € ran(frni1)-

Si puedo encontrar las f,, entonces f = |J
buscada.

Hagamos pues fo = Id4. Dado f,,, como M es atémico sobre Ay A, \ A
es finito, M es atémico sobre A,,, por lo que tp(a,/A,) es aislado, y por tanto
existe una formula ¢(z) € tp(an/Ax) tal que ¢ aisla tp(a,/Ay).

La férmula op(z) serd de la forma ¢(z,d), con @ € A,, donde p(x,%) € L.
Entonces ¢(x, f,(@)) € L(B,) aisla un tipo sobre B,. Sea ¢, = q¢(x), donde
q(z) = tp(an,/A,)"; entonces g, = fn U (an,c,) es elemental. De un modo
inverso se construye b,. O

fonserdala f: M ~4 N

new

Lema 5.42. Si AC M y M = dcly(A), entonces
0) M es atémico sobre A;
1) M es primo sobre A;
2) M es minimal sobre A;
3) Salvo isomorfia sobre A, M es el inico modelo primo sobre A.

Prueba. 0) Aplicando el lema 5.36, para cada b € dely (A) = M es tpa(b/A)
aislado.

1) Lema 5.16.

2) Lema 5.17.

3) Sea f : N — M una aplicacién elemental tal que f [ A = Id4. Claramente,
A C f[N] < M; pero entonces, por minimalidad, f[N] = M. O
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Teorema 5.43. Sea L un lenguaje numerable, T una L-teoria, y M, N =T
primos sobre A C M, N. Supongamos ademds que |A| < Ng; entonces M =4 N.

Prueba. En primer lugar, observamos que M y N tienen que ser numerables,
ya que son inmersibles en cualquier modelo que contenga a A, en particular en
uno numerable, y las inmersiones son inyectivas. Por tanto, aplicando el lema
5.41, M y N son atémicos.

Enumeremos M \ A= {a, :n <w},y N\ A= {b, : n <w}. Procederemos
de un modo similar al de la demostracién del lema 5.40, pero en dos direcciones.
Existe una secuencia {f; : i« < w} de aplicaciones elementales parciales cons-
truidas del siguiente modo: fo = Ida; para cada i, domf; 2 A y domf; \ A es
finito, e igualmente recf; O A y recf; \ A es finito; hacemos f; U {{a;,b)} = g,
y g; P U {(bi,c)} = h;; entonces fiy1 = h; ' O
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6 Extensiones finales

En esta seccién, sea L O Lp4 un lenguaje no necesariamente numerable, y
sea T' D PA (con el axioma de induccién para cada férmula de L) una teoria
completa en el lenguaje L. Para cualquier M = T, sea My = dclps (@) el modelo
primo de T'; por el lema 5.18, este modelo es tnico salvo isomorfismos. Fijemos
un tal My; por el lema 5.5, My < M.

Utilizaremos la siguiente variacién del Teorema de Ramsey (ver Pillay [7] y
también Paris [6]):

Teorema 6.1 (Paris [6], lema 1.1). Sea M = PA, I ={a€ M : M = ¢(a)}
cofinal en M, y (a1, ..., Tn,y) una formula de Lp 4. Entonces existe una formula
O(w, z) tal que, si denotamos O(w, M) ={ce€ M : 6(w,c)},

1) Si a € M, entonces 6(a, M) es un subconjunto cofinal de I y es un

conjunto de indiscernibles para ¥ (x1,...,xn,a) en M, y
2) 8i M = a <b, entonces 6(a, M) 2 0(b, M).

Del teorema se deriva de modo casi inmediato la siguiente proposicién:

Proposicién 6.2. Sean M = PA el ={ae€ M : M = p(a)} cofinal en M.
Entonces, sin < w y Ey, E1 es una particion definible de [I)", hay un X C I,
cofinal y definible, tal que [X]" C E; parai=0 oi=1.

Prueba. Supongamos que la particién estd definida por la relacién de equiva-
lencia E(21, ..., Tn, Y1, -, Yn), €s decir, E(X1, ..., Tpn, Y1, ..., Yn) €s verdadera si y
s6lo si todos los x; son distintos, todos los y; son distintos, y tanto (1, ...,zy)
como (Y1, ..., Yn) estan a los dos en Fy o los dos en Fj.

Para cada y1,..,yn € M, sea y = (Y1, ..., Yn), y definamos (a1, ..., xn,y) =
E(x1y...iTn, Y1, ..., Yn). Aplicando el teorema anterior, existe una férmula (w, z)
con las propiedades 1) y 2). Pero ahora basta con escoger a = {ay, ..., a, ), donde
los a; son elementos de I arbitrarios pero distintos, y poner X = 6(a, M) para
obtener el resultado esperado. O

Definicién 6.3. Sea M = T, consideremos un tipo completo p(x) € S(M), y
escojamos un modelo N = M y un elemento a € N que realice p: N = p(a).
Definiremos

M (p) =qet dely (M U {a}).

Lema 6.4. M(p) estd bien definido, es decir: si M < N Epla) y M < N’
p(a’), entonces dely (M U {a}) =p dely (M U{a'}).

Prueba. Sea p(x) € S(M) un tipo completo, y supongamos que

M<N>a

y
M<N >d,

de modo tal que a = p y a’ | p. Entonces tpy(a/M) = tpy:(a’/M), y por
tanto f =Idp U {{a,a’)} es elemental,

Ma s Md' € N,

y hay una tnica g : dely(Ma) — N’ con f C g. Basta ahora con demostrar que
g(dely(Ma)) = dely/(Ma') para ver que g es el isomorfismo buscado. O
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Lema 6.5. M < M (p)

Prueba. Por el lema 5.4, M U {a} C M(p), y por tanto M C M (p); por el 5.5,
M(p) < N.Asi, M C M(p) < N,dedonde M < N,y por tanto M < M(p). O

Definicién 6.6. Sea M = T y p(x) € S(M) un tipo. Diremos que p(x) es
cofinal sii “m < x” € p(x) para cada m € M.

Definicion 6.7. Sea p(z) € S(My) un tipo completo. Diremos que p(z) es un
tipo de extension final sii a) es cofinal, y b) si M =T yp'(z) € S(M) es
cofinal tal que p C p’, entonces M <. M(p').

Definicién 6.8. Un tipo p(x) € S(My) es definible (sobre A C My) sii para
cada formula p(z,¥) € L existe otra formula ¢(y) € L(A) tal que

Vi € My [p(z,d) € p(z) < Mo = ¢(@));
dicho de otro modo, sii {G € My : p(z,d) € p(x)} C My es definible sobre A.

Definicién 6.9. Un tipo p(z) € S(My) es un tipo de extension definible sii
p(x) es cofinal y para cada modelo M = My y cada p'(x) € S(M) tal que p C p’,
sip' es cofinal entonces p’ es definible.

Definicién 6.10. Sea M =T, y M < K. Decimos que K es una extension
conservativa de M sii para cada b € K y cada L-férmula 6(i, V) hay un d € M
y (U, W) tales que

-,

H(Ka b) nM= 1/)(M,5),
es decir, cada relacion de M que es definible en K ya era definible en M.

Lema 6.11. Sea M =T y M < K. Si K es una extension conservativa de M,
entonces también es una extension final.

Prueba. Supongamos, en bueca de una contradiccién, que hay un b € K \ M
conb<ae M. Entonces{r e M:z2<b}={reK: KEx<bNMesun
corte en M, y por ser K una extensién conservativa, ese corte es definible en
M; pero esto es imposible, ya que los cortes nunca son definibles. O

Lema 6.12. Sea L O Lpa, T una L-teoria con T 2 PA (con el azioma de
induccion para cada formula de L), M |= T, y p(x) € S(M). Entonces p es
definible sit N = M (p) es una extension conservativa de M.

Prueba. =) M(p) es primo sobre M U {a} con a = p. Sean ¢(Z,y) € Ly
b € M(p); debemos encontrar (%,2) € L (z = z1,...,2,) ¥ € € M tales que

-,

©(N,b)NM = (M, €). Sin perder generalidad, podemos escoger b = a, by, ..., by,
con by,...,b,, € M: .
be dClM(p)(M U {a})

Si suponemos que p(v) = tp(a/M) es definible, y
@(fa g) = @(f’ Us Y1y eeey ym)a

entonces hay una férmula (%, y1, ..., ym) € L(M) tal que Ve, eq,...,e, € M,
p(€v,e1,...,en) € p(v) & M |E (€ e1,...,e). En particular, V& € M,

©(E,0,b1,....bm) € p(v) & M = (€ b1,....bm),
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y por tanto
N E ¢(€,a,b1,...;0m) & M E (€ b1, ...;bm),

es decir,

-,

€ (M, BYNM™ < &€ (M, by, ..., by).

<) Si M < M(p) es una extension conservativa, sea ¢(z,¥) € L. Entonces,
{be M:p(x,b) € p} =pla, N)NM™ = (M) para una férmula () € L(M),
es decir: Vb € M,

- -

¢(x,b) € M(p) & M = (b).
O

Proposicién 6.13. Supongamos que L es numerable. Entonces existe un tipo
p(z) € S(My) de extension definible.

Prueba. Consideremos las férmulas de L (o de L(Mjy): es lo mismo, ya que
todos los elementos de My son definibles sobre el vacio) de la forma ¢(u,x), y
fijemos una enumeracién (@, (u, ))ney. Definimos una secuencia (X, )ne. de
subconjuntos de My cofinales y definibles tales que:

Cl) Xn 2 Xn+17 Yy

b) para cada n y cada a € My, hay un a’ € My tal que:

o bien My EVz > d(x € Xpq1 — vn(a,x)),

o bien My EVz > d(x € X,q1 — —on(a, ).

Empecemos haciendo Xy = My (el universo de My). Supongamos ahora que
X, ya ha sido definido; mostraremos cémo definir X, ;1: definimos la siguiente
particién en [X,]3: para cada a < b < ¢, con a, b, c, € X,,, hacemos

{a,b,c} € Eg, si My E (Vu < a)(on(u,d) < on(u,c)), y
{a,b,c} € E; en caso contrario.

Aplicando la proposicién 6.2, y como esta particién es definible y My | PA,
hay un X C X,, cofinal y definible tal que [X]* C Ey o [X]? C E;.

Afirmacion: [X]3 C Ey.

Prueba. Supongamos, en busca de una contradiccion, que [X]?> C E;. Fijemos
a € X;paracada b€ XN(>a),seal, = {u <a: M on(u,b)}. Yy es
definible, y por tanto Y; estd codificado por un tnico y, < 2% en My. Ahora
definamos f :< 2% — My como sigue: f(y) = el minimo b € X N (> a) tal
que y = yp, si existe un tal b, y f(y) = 0 en otro caso. Como My = PA'y
f es definible, ran(f) estd acotado (esta es la “semiregularidad” de Mp). X
es cofinal, de modo que podemos elegir ¢ € X, ¢ > a y ¢ > ran(f). Ahora
flye) € X ya< f(ye) < c. Sea f(y.) =b. Entonces es Y. =Y}, es decir, para
cada u < a, My = ¢n(u,b) < ¢n(u,c). pero esto contradice el hecho de que
{a,b,c} € E;. O

Por tanto, [X]? C Ep; hagamos pues X, 41 = X. Entonces X, 11 C X,,,
y Xn41 es cofinal (en My). Ahora sea d € My. Como X, 11 es cofinal, hay
un @ € X,41, a > d. Estd claro, dado que [X,1]®> C Ep, que para cada
be X,y tal que b > a es My = ¢(d,b), o bien para cada tal b € X, 41
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es My = —¢d,b). De este modo se cumple la segunda condicién, lo que hace
posible nuestra construccion.

Sea ahora p(z) = {x € X, :n € w}U{z > a:a € My}. p es claramente
cofinal y consistente. Ademés, es completo: consideremos ¢(a,x), con a € M
(como las secuencias finitas en My se codifican en elementos de My, es suficien-
te examinar dichas férmulas). Entonces, ¢ es ¢, (u,x) para algin N. De este
modo, si para algin a’ € My es (x > o’ ANz € X,41) — ¢n(a,x)), entonces
p(z) b pn(a,x), si para algin o’ € My es (x > d Az € Xpp1) = —on(a,x)),
entonces p(x) F —,(a, z). Como sélo una de estas posibilidades se realiza, p es
completo.

Nétese que para cada n < w hay un f,, definible tal que

My E (Vu)( Va(z > fn(u) Az € Xpy1 — on(u, z))
| Vo Va(z > frp(u) Ax € Xpp1 — non(u,x)) (*)

(Basta con coger como f,,(u) el menor a’).

Ahora sean My x M, p’' € S(M), p Cp’' y p’ cofinal. Entonces (z € X,,) € p/
para cada n < w. De modo que por (*) y la cofinalidad de p’, p’ es definible, es
decir, para a € M,

on(u,z) €p' sit M | 3z > fola))(x € Xpi1 A onl(a, ).

Pero ya sabemos que un tipo cofinal definible determina una extension final,
M(p') D¢ M. Y, por tanto, p es de extension final. O

Proposicién 6.14. Si existe un tipo p(x) € S(Mp) de extension definible,
entonces para cada M = My existe N %= M propia (es decir, N # M) y
conservativa.

Prueba. Con vistas a demostrar este resultado, consideremos 7' = Th(M), My <
M y p(z) € S(My). Veremos que Ip/(z) € S(M) con p C p' y p’ cofinal (que serd
automdaticamente definible por definicién). Es claro que p(z)U{z > m : m € M}
es consistente. En caso contrario, habria un m € M tal que

Th(Mpyom)Up(z) Fz < m.
Consideremos ahora ¢(y) = tp(m/My); entonces

Th(M,) Up(z) Ugly) F o <y;
por compacidad, hay una formula ¢(y) € ¢(y) tal que
Th(Ma,) U p(z) F (p(y) = = < y);

pero en My = Jye(y), v por tanto hay un v € My tal que My | ¢(u), de donde

p(z) ko <.
Sea ahora N = M (p’). Como p’ es cofinal, N = M es propia; y por el lema
6.12, es conservativa. O
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A Demostraciones de algunos de los axiomas re-
dundantes de PA

A1 A3
Lema A.1. (Al)+ (A2)+Ind -2 +0=0+z.

Prueba. Por una parte, 0+0 = 0; por otra, si suponemos que z+0 = 0+x, como
240 = x por Al, 0+ = z. Entonces Sz+0 = Sz por Al, y 0+Sz = S(0+x) por
A2 de donde 0+Sz = Sz = Sx+0 y por tanto para cualquier z, z+0 = 0+z. [

Lema A.2. (Al)+ (A2)+Ind — x+ Sy = Sz +y.

Prueba. Siy = 0, entonces x + S0 = S(x 4+ 0) = Sz = Sz + 0; y si suponemos
que para un cierto y y cualquier x es x + Sy = Sz + y, entonces Sx + Sy =
S(Sx +y) = S(x+ Sy) =z + SSy. O

Proposicién A.3. (Al) + (A2) + Ind — (A3).

Prueba. Si y = 0, aplicamos el lema A.1. Supongamos ahora que, para un y
fijado y cualquier z, es x +y = y + x: entonces, z + Sy = S(z + y) por A2, y
como z + y = y + « por hipdtesis inductiva, x + Sy = S(y + =) = y + Sz; por
el lema A.2, y + Sx = Sy + z; y por tanto, x + Sy = Sy + x. O

A2 A4
Proposicién A.4. (A1) + (A2) + Ind — (A4).

Prueba. x4+ (y+0) = x+y por Al, e igualmente (z+y)+0 = x+y por Al, y por
tanto z + (y +0) = (z +y) + 0. Supongamos ahora que z+ (y+2) = (z+y)+ 2
para un cierto  y cualesquiera x e y. Entonces « + (y + Sz) =z + Sy + 2) =
S(x+(y+2)) = S((x+y)+2) = (x+y)+Sz por A2 y la hipétesis inductiva. O

A3 D1
Proposicién A.5. (A1) 4+ (A2) + (P1) + (P2) + Ind — (D1).

Prueba. z-(y+0) =z -ypor Al, z-0=0por Pl,z-y=x-y+0por Al, y
por tanto z- (y+0) =z -y +x-0.

Supongamos ahora que para un z determinado y cualesquiera = e y es x -
(y+z)=z-y+x-z Entonces x- (y+ Sz)=xz-S(y+2) =z (y+z)+x por
P2, y aplicando la hipétesis inductiva, x - (y + Sz) = (z -y + = - z) + z. Por A4,
z-(y+Sz)=z-y+(x-z+z),ypor P2z -(y+Sz)=x-y+a-Sz. O

Lema A.6. (Al) +(P1)+ (P2)+Ind - x-0=0-x.

Prueba. Si xz = 0, la propiedad se cumple trivialmente; supongamos que para
un determinado x es -0 = 0-x; entonces Sxr-0=0por P1,y0-Sx=0-240
por P2, y por hipétesis inductiva 0- Sz = x-04+0, 0- Sz = x -0 por Al, y
0-Sx =0 por P1. O

Lema A.7. (Al)+ (A2) + (P1) + (P2) +Ind = Sx-y=x-y+y.
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Prueba. Si y = 0, entonces Sz -0 = 0 por P1, z - 0 = 0 también por P1, y
0+ 0 =0 por Al.

Supongamos ahora que para un y determinado y cualquier x es Sx -y =
z -y +y. Entonces Sz - Sy = Sx -y + Sz por P2, Sx- Sy = (z-y+y) + Sz por
hipétesis inductiva, S-Sy = x-y+(y+Sx) por A4, Sx-Sy = x-y+(Sy+x) por el
lema A.2, Sz-Sy = (x-y+z)+Sy por A3y A4,y finalmente Sz-Sy = z-Sy+Sy
por P2. O

Proposicién A.8. (Al)+(A2)+ (P1)+ (P2)+Ind — (z+y)-z=z-2+y- 2.

Prueba. Siy =0, entonces (z +0)-z=x-z=x-2z+0 por Al, y por el lema
A6 (x+0)-z=z-2+0- 2z

Supongamos ahora que para un y determinado y cualesquiera x y z es (z +
y)-z=x-2z+y-z. Entonces (z+Sy)-z2 = S(z+y) -z, (x+5y) 2z = (x+y) - 2+2
porellema A7, (z+Sy) - z=(z-z2+y-2)+z=x-2+(y-2+2)=x-2+Sy -2
por hipoétesis inductiva, A4 y P2. O

A4 P3

Lema A.9. (Al) + (A2) + (P1) + (P2) 4+ Ind — 2 = S0 - .

Prueba. Por el lema A.7, S0-2 =0-x2+z, y por el lema A.6, 0-z = 0, de modo
que aplicando A3 y Al es SO-x = . O

Proposicion A.10. (A1) + (A2) + (P1) + (P2) + Ind — P3.

Prueba. Probaremos que x -y = y - « por induccién en y; el caso y = 0 esta
cubierto por el lema A.6; supongamos ahora que para un y determinado y cual-
quier z, x -y = y - z; entonces x - Sy = x -y + x por P2 y aplicando la hipotesis
inductiva y el lema A.9, x-Sy = y-x+50-z. Por el lema A.8, x-Sy = (y+50)-x,
y por A2y Al, x-Sy =Sy - x. O

A5 P4

Proposicion A.11. (A1) + (A2) + (P1) + (P2) + Ind — P4.

Prueba. Para z=0,2-(y-0)=2-0=0= (z-y)-0 por P1. Supongamos ahora
que para un z determinado y cualesquiera z e y es z- (y-2z) = (z-y) - z. Entonces
v (y-Sz)=x-(y-2+y)=z-(y-2)+z-y=(r-y)-z2+z-y=(z-y) Sz por
P2, D1, hipotesis inductiva, y otra vez P2. O

A.6 Elordeny S

Lema A.12. Las opciones en O3 son mutuamente excluyentes.

Prueba. Supongamos que z = y. Si fuese también x < y seria z < x, lo que esta
prohibido por O2; por la misma razén, no puede ser y < x.

Supongamos ahora que x < y. Si fuese y < x, por O1 seria x < x, prohibido
por 02, e igualmente si fuese y = . O

Lema A.13. Suponiendo induccion, todo x # 0 tiene anterior: x = 0V Jy(z =
Sy).
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Prueba. Six =0, la férmula se verifica inmediatamente. Supongamos ahora que
x # 0, es decir, que hay un y tal que = Sy; entonces Sz = SSy = S(Sy) = Sz,
con z = Sy. O
A.7 S1

Proposicién A.14. (01) 4 (02) 4+ (03) + (05) + (06) — (S1).

Prueba. Como Sz > x por O5 y por O6 z =0V0 < xz,0obien 0 < x < Sz y
0 < Sz por O1, de donde 0 # Sz por O3, Ol y O2, o bien 0 = x < Sz, de
donde directamente 0 < Sz, y aplicamos el mismo argumento. O
A.8 S2

Proposicién A.15. (O1) + (02) 4+ (04) — (52).

Prueba. Si Sx = Sy no se da Sz < Sy, con lo que por O4 —(z < y); simétrica-
mente, =(y < x). Aplicando O3, z = y. O
A9 O6

Proposicién A.16. (O1) + (05) + Ind — (06).

Prueba. Si x = 0, O6 se verifica trivialmente. Supongamos ahora que para un
determinado x # 0 es 0 < x; por O5, x < Sz, y por O1 0 < Sx. O

A.10 O7
Lema A.17. (O1) 4+ (04) + (05) 4+ Ind — =(0 < y < S0)

Prueba. Para y = 0 se cumple trivialmente. Si ahora suponemos que —(0 < y <
S0) e y # 0, entonces —(y < S0) por O6, y por tanto o bien S0 = y, en cuyo
caso S0 < S50 = Sy por O4, o bien SO < y, en cuyo caso S0 < SS0 < Sy por
05 y también por O4. De este modo, —(0 < Sy < S0). O

Proposicién A.18. (O1) + (04) + (05) + (06) + Ind — O7

Prueba. Supongamos que para un cierto z y cualquier y es ¢ < y — (Sz =
yV Sz < y). Sifuese Sz <y < SSz, o bien y = 0, lo que es imposible por O6,
o bien y = Sz, en cuyo caso St < Sz < SSz, de donde = < z < Sz, lo que
contradice la hipétesis inductiva. O
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B Nociones elementales de teoria de modelos

Definicién B.1 (Homomorfismo, homorfismo estricto). Sean M, N modelos de
un lenguaje de primer orden L. Decimos que una funcion f : M — N es un
homomorfismo si

1. f(cM) =N para cada constante c € L.

2. f(FM(ay,...,a,)) = FN(f(a1),..., f(an)) para cada simbolo de funcion
n-ddico F € L y cada tupla ay,...,a, de M.

3. Siay,...,a, € RM, entonces f(ay),..., f(a,) € RN para cada simbolo de
relacion n-ario R € L y cada tupla ay,...,a, de M.

Decimos que el homomorfismo es estricto si ademds

4. a1,...;a, € RM siy sélo si f(ay),..., flan) € RN para cada simbolo de
relacion n-ario R € L y cada tupla a1, ...,a, de M.

Definiciéon B.2 (Subestructura). Sean M, N modelos de un lenguaje de primer
orden L. Decimos que M es una subestructura de N, y escribimos M C N,
st

1) el dominio de M es un subconjunto del dominio de N

2) que contiene las constantes de N

3) cerrado bajo las funciones de N,

4) y cada stmbolo no-ldgico de L se interpreta en M de acuerdo a la restric-
cion de su interpretacion en M.

Definicién B.3 (Inmersién). Sean M y N modelos de un lenguaje de primer
orden L. Decimos que una funcion f : M — N es una inmersion de M en
N, y escribimos f : M C N, si f es un homomorfismo estricto inyectivo de M
en N, y que M es inmersible en N, escrito M C N, si existe una inmersion
f:MCN.

Definiciéon B.4 (Isomorfismo). Sean M y N modelos de un lenguaje de primer
orden L. Decimos que una funcion f: M — N es un isomorfismo de M en
N, y escribimos f : M = N, si f es una inmersion exhaustiva de M en N, y que
M y N son isomorfos, escrito M = N, si existe un isomorfismo f : M = N.

Lema B.5 (Inmersiones y subestructuras). Sean M y N modelos de un len-
guagje de primer orden L.

(1) M es inmersible en N si y sdlo si M es isomorfo a una subestructura de N :
M C N siy sdlo si existe N' C N tal que M = N'.

(2) M es inmersible en N si y sdlo si N es isomorfo a una extension de M :
M C N siy sélo si existe N' D M tal que N = N'.

Definicién B.6 (Subestructura elemental). Sean M, N modelos de un lenguaje
de primer orden L, y sea I' un conjunto de formulas de L. Decimos que M es
una I'-subestructura elemental de N, y escribimos M <r N, sii M C N, y
para cada formula o(Z) €T y cada @ € M,

M E (@) < N E (a).
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En caso de que I' = Fm(L) suprimiremos I' de nuestra notacion (es decir,
escribiremos M < N, y diremos que M es una subestructura elemental de
N).

Definiciéon B.7 (Inmersién elemental). Sean M y N modelos de un lenguaje
de primer orden L. Decimos que una funcion f: M — N es una inmersion
elemental de M en N si f es una inmersion y para cada férmula p(Z) €
Fm(L) y cada tupla @ € M,

M = (@) & N [ ¢p(a);

decimos también que M es elementalmente inmersible en N, y escribimos
M 2 N.

Lema B.8 (Inmersiones elementales y subestructuras elementales). Sean M y
N modelos de un lenguaje de primer orden L.

(1) M es elementalmente inmersible en N si y sélo si M es isomorfo a una
subestructura elemental de N :

M =2 N siy solo si existe N' X N tal que M = N'.

(2) M es elementalmente inmersible en N si y sélo si N es isomorfo a una
extension elemental de N :

M = N siy sélo si existe N' 3= M tal que N = N'.

Prueba. (1) Inmediato.

(2) Tomemos un conjunto X de tal modo que | X| = [N\ f[M]|y XNM =0,
y fijemos h : X — N\ f[M] biyectiva. Definiremos N’ de modo que su universo
sea X U M. Deseamos que g = h U f sea un isomorfismo. Para cada constante
celL, N = g~ 1(cN); para cada relaciéon n-aria R € L, RN = {(a1,...,an) €
N’ : (g9(a1),...,g(an)) € RN}; y para cada sfmbolo de funcién n-aria y cada
a1, .yan € N, fN'(a1,...,a) = g1 (fN(g(a1), ..., g(an))). De este modo, g :
N = N’ es un isomorfismo y f C g, y asi resulta que g es la f’ que estdbamos
buscando. O

Lema B.9. Sean M y N modelos de un lenguaje de primer orden L, y sea
L(M)=LU{c,:a€ M},

donde, para cada a € M, ¢, es una constante nueva, y ademds si a # b entonces
ca # cp. Entonces M 3 N siy sélo si hay una expansion (Nby)eeym de N en
L(M), donde ¢, se interpreta como b, para cada a € M, de modo que

(Nba)GGM ': Th(Ma)aGMv

o0, lo que es lo mismo,
(Nba)aeM = (Ma)aEM-

Prueba. Téomese f: M = N definido por a — b,. O
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Lema B.10 (Test de Tarski). Sea M un modelo de un lenguaje de primer orden
L, y A C M un subconjunto. Entonces A < M sii para cada tupla @ € A y cada

formula (7, ),
M | Jye(d,y) = 3b € A tal que M = ¢(d,b).

Notese que si A < M, por la condicién del Test de Tarski automéaticamente
A es una subestructura de M: si f es una operacién n-aria cualquiera y @ € A
es una n-tupla, entonces M |= 3z(z = f(@)), y por tanto hay un b € A tal que
M =b= f(d), y A es cerrado bajo f.

Definicién B.11 (Equivalencia elemental). Sean M y N modelos de un lenguaje
de primer orden L. Decimos que M y N son elementalmente equivalentes,
y escribimos M = N, si satisfacen las mismas sentencias de L, es decir, si para
cada sentencia ¢ de L,

M = ¢ sii N = .

Lema B.12 (Dos modelos elementalmente equivalentes son elementalmente
inmersibles en un mismo modelo). Sean M y N modelos de un lenguaje de
primer orden L. Entonces existe K tal que M 3 K y N 2 K.

Prueba. Escojamos L(M) y L(N):
L(M)=LU{c,:a€ M}

L(N)=LU{d.:c€e N}

de modo que si a,b € M, a#b—c, #cp,sia,be N, a#b—dy, #dp,ysi
a€Mybe N, c, #dp.
Buscamos un modelo K de L(M) U L(N) que satisfaga

S} = Th(Ma)een U Th(ND)pen.

Para ver que hay un modelo, tenemos que mostrar que todo subconjunto finito
de X es satisfacible, en lo que nos auxiliard que M = N. De hecho, si A es
un subconjunto finito de Th(Nb)yen, por el lema B.8 hay una expansién de
(Ma)aenm que satisface A (ademds, claro estd, de Th(Ma)aenr)-

Sead = A\ A,y pongamos § = 6(dp, , ..., dp, ), condyp,,...,dp, € N,5(z1,...,2,) €
L,y N E(by,...,b,). Por tanto,

N E 3z, ., 200(X1, ooy Tn);

por M = N,

M| 3z, . x00(21, .oy T )y
y por tanto hay ej,..,e, € M tales que M [ d(ey,...,e,). Interpretemos
dp, ..., dp, cOMO €1, ..., €n, v asi

(M7 (a)a€M7 €1, ~'-7en) ': A U Th(Ma)aeM,
O

Lema B.13 (Dos modelos elementalmente equivalentes tienen extensiones ele-
mentales isomorfas). Sean M y N modelos de un lenguaje de primer orden L
tales que M = N. Entonces existen M' ;= M y N' = N tales que M’ = N'.
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Prueba. Por el lema B.12, hay un K tal que M 3 Ky N 3 K, y por el B.8,
existen K’ %= My K" %= N con K/ 2 K y K" = K, de lo que se deduce
inmediatamente que K’ = K" O
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